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ANNALEN DER PHYSIK 


6. FOLGE * BAND 15, HEFT3-4 x 1955 


Über die "elektrische Leitfähigkeit von Cadmiumselenid 


Inhaltsiibersicht 


Die elektrische Leitfähigkeit von CdSe wurde in Abhängigkeit vom Cd- 
und Se-Partialdruck im Temperaturbereich von 300 bis 500°C gemessen. 
Oberhalb pca = 10-1 Torr ist x ~ pea’ und unterhalb praktisch unabhängig 
vom Cd-Partialdruck. Ein ähnliches Verhalten zeigt CdSe bei Se-Dampf- 
drucken. Während bei ps., > 10? Torr praktisch unabhängig vom Se-Dampf- 
druck ist, wird oberhalb 10-2? Torr x ~ pa”. Es wird auf das Mitwirken von 
Randschichtleitfähigkeiten hingewiesen. 

Kleine Zusätze von Tl,Se (bis 0,1 Mol%) erniedrigen die Leitfähigkeit. 
Die Ergebnisse werden im Sinne der chemischen Theorie der Elektronen- 
fehlordnung diskutiert. 


ds 


. Es darf wohl heute als gesichert angesehen werden, daß das Selen in den 
üblichen Selen-Gleichrichtern das Elektrodenmaterial angreift und eine dünne 
Selenid-Anlaufschicht verursacht, die für die Sperrwirkung des Gleichrichtens 
von Bedeutung ist?). 

Bei den üblichen Selen-Gleichrichtern wird auf die Selenschicht eine Sperr- 
elektrode aus der eutektischen Legierung von Zinn, Cadmium und Wismut 
mit kleinen Zusätzen Thallium aufgespritzt. Bereits durch diesen Arbeits- 
prozeß bildet sich an der Grenzfläche eine dünne Schicht von CdSe aus, die 
durch das nachfolgende ,,Formieren‘‘ noch verstärkt wird. Für das Ver- 
ständnis der Sperrwirkung ist es unter anderem auch von Wichtigkeit, den 
Leitungsmechanismus des CdSe in Cd- und Se-Umgebung und seine Beein- 
flussung durch eindiffundierende Fremdmetallionen aus der eutektischen 
Legierung des Elektrodenmaterials aufzuklären. Eckart und Gudden?) 
zählen CdSe zu der Gruppe der Überschuß- bzw. n-Leiter — jedoch ohne 
nähere Begründung. Weiss‘) findet beim Bedampfen von CdSe mit Selen 
eine Abnahme und beim Bedampfen mit Cadmium eine Zunahme der elektri- 
schen Leitfähigkeit. Aus diesem experimentellen Befund sowie aus dem Vor- 
zeichen der von ihm bestimmten Thermokraft kann auf n-Leitung geschlossen 
werden. Die von Weiss gewählte Meßmethode gestattet jedoch keine quan- 


1. Problemstellung 


1) Z.Z. Sentralinstitutt for Industriell Forskning, Oslo, Norwegen. 

2) S. Pogansky, Z. Elektrochem. Ber. dtsch. Bunsenges. phys. Chem. 5 56, 193 (1952). 
®) F. Eckart u. B. Gudden, Naturwiss. 29, 575 (1941). k i 

*) K. Weiss, Diplomarbeit, Darmstadt 1950. BY 
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titativen Angaben über die Abhängigkeit der elektrischen Leitfähigkeit vom ä 
 Cd- bzw. Se-Dampfdruck zu machen. 
Weiterhin besteht Grund zu der Annahme, daß die in der Sperrelektrode - 
enthaltenen Legierungszusätze, vor allem das Thallium, Ausmaß und Art der ore 
_elektrischen Leitfähigkeit des CdSe und eventuell auch des Selens weitgehend 
beeinflussen. Während die Diffusionsgeschwindigkeit von Thallium in CdSe Ers 
unbekannt ist, wird im Diffusionsmedium Selen von Gudden und Lehovee)) m 
ein bemerkenswert hoher Wert gefunden, wie er bisher in keinem andern festen 
 Diffusionsmedium gefunden wurde. fähi 
104 
2. Experimentelle Durchführung bell 
Es wurde in einer ähnlichen Versuchsanordnung, wie früher bei den NiS- fähi 


” : Leitfähigkeitsmessungen beschrieben®), die elektrische Leitfähigkeit von 
_ CdSe-Preß-Sinterkörpern in Abhängigkeit vom Cd- und Selendampfdruck 
gemessen. Das zur Messung verwandte CdSe wurde durch Zusammenschmelzen Tem 
von reinst Cd und reinst Se (das von der Siemens-Schuckert-Dienststelle, 
 Pretzfeld freundlicherweise zur Verfügung gestellt wurde) im Hochvakuum 
hergestellt. Überschüssiges Cd bzw. Se konnte durch Tempern im Hoch- 
 vakuum bei etwa 800° C entfernt werden’). Das so erhaltene CdSe wurde in — 
einer Achatreibschale feinst gepulvert und dann zu zylindrischen PreBlingen 
von etwa 2 cm Länge und 0,6 cm Durchmesser verpreßt. Im Hochvakuum bei 
4 etwa 1000°C eine Minute gesintert, zeigten diese Preßkörper eine gute mecha- 
nische Widerstandsfähigkeit, so daß sie zwecks Kontaktierung geschliffen und 
mechanisch bearbeitet werden konnten. 
“3 Die Leitfähigkeitsmessungen erfolgten mit Gleichstrom im Spannungs- 
__ abgriffsverfahren und mit Wechselstrom mittels Philoskop. Zwecks Ein- 
stellung der Meßtemperatur (maximal 500° C) und des jeweiligen Cd- bzw. Se- 
 Dampfdruckes befand sich das Versuchsgefäß in zwei angrenzenden Öfen mit 
_ getrennten Heizkreisen. Die Temperaturmessung geschah in der üblichen 
= Weise mit Pt/Pt-Rh-Thermoelement 


2 


0 71 und Präzisionskompensator, der auch > 

(Gon) gleichzeitig fiir die Spannungs-Ab- 

grifismessung verwandt wurde. Die § 
Temperaturen der Ofen wurden 

sl mittels Kontaktthermometer auf +1° I 

genau gehalten. nied: 

Ents 

3. MeBergebnisse und Diskussion mos} 

Die Abhangigkeit der Leitfähigkeit | 

Pr von CdSe vom Cd-Dampfdruck wurde § 4,, 

+ m 3 17m) bei Temperaturen von 300 bis 500°C mitt 

— gemessen. Die Ergebnisse sind in 

a ‘Abb. 1. Leitfähigkeit von CdSe bei 500° C Abb. 1 dargestellt. Die Werte sind tisch 

Abhängigkeit vom Cd-Dampfdruck nurschlechtreproduzierbar.Innerhalb ,,. 

8) B. Gudden u. K. Lehovec, Z. Naturforsch. 1, 508 (1946). oa 

*) K. Hauffe u. H. G. Flint, Z. physik. Chem. 200, 199 (1952). tsa a 56, 2 

7) Gmelins Handbuch anorg. Chem. Bd. 88 (Cd) 132. it A phys 
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vo der einzelnen Meßreihen wird jedoch immer eine Zunahme der Leitfähigkei ¥ 
mit steigendem Cd-Dampfdruck beobachtet. Bei niedrigen Dampfdrucken — 
tode ergibt sich die elektrische Leitfähigkeit x ungefähr u 


~ pis 
oberhalb pca = 10-? mm Hg wird die elektrische Leitfähigkeit x ~ pea”. 
res") Die Abhängigkeit der elektrischen Leitfähigkeit des CdSe vom Selendampf- 
a druck wurde nur bei 500°C gemessen. Die Temperaturabhängigkeit der Leit- 
fähigkeit wurde zwischen 25° und 500° C bei Selendampfdrucken (pge,) von 
10% und 5 - 102 Torr ermittelt. Die Ergebnisse sind in der Abb. 2 und Ta- 
belle 1 dargestellt. Wie man aus Abb. 2 erkennt, zeigt die elektrische Leit- . 
Nis- fähigkeit von CdSe bei Selendampfdrucken <10-* Torr einen praktisch z 
iruck Tabelle 1 
elaen Temperaturabhängigkeit der elektrischn \ 
telle. Leitfähigkeit von CdSe 
Toch- Torr | in Ohm-! - em-! 
echa- 733 22.10% Abb. 2. Leitfähigkeit von CdSe 
1 und 775 56-02 bei 600° C in Abhängigkeit vom j 
ungs- 474 22. 10-3 die Absolutwerte der Leitfähig- 
Ei 574 13 10-3 keit schwanken, so zeigen sie 
~10-* 635 doch be ide die gieiche Abhängig- 
v. Se- 718 21.108 keit vom Selen-Dampfdruck, für 
n mit 778 54.1 Pz, > 10? Torr ist x ~ pil?) 
> Se, Ses : 
ment 


ge unabhängigen bzw. schwach gegenläufigen Gang mit dem Selendampfdruck. 
3-Ab- Im Bereich héherer Drucke hingegen tritt mit steigendem Selendampfdruck 
" Dee eine relativ starke Abnahme der Leitfähigkeit auf. Wir erhalten ungefähr: 


Die in Tabelle 1 dargestellte Temperaturabhängigkeit wird im Bereich 
niederer Temperaturen durch Randschichtleitfähigkeit weitgehend bestimmt. 
Entsprechend früheren Überlegungen®) erhalten wir im Falle einer Cd-At- 
sion mosphäre Anreicherungsrandschichten mit freien Elektronen und im Falle 
einer Selen-Atmosphäre Verarmungsrandschichten an den Korngrenzen der 
Be den Sinterkörper aufbauenden CdSe-Kristalle. Rechnerische Abschätzungen 
00°C der Anteile an Innenphasen- und Randschichtleitfähigkeit ergeben eine 

mittlere Dicke der Randschicht von 2 - 10-% em. Dieser Wert dürfte jedoch 
gr Insofern etwas zu klein sein, als in der Rechnung die die Leitfähigkeit prak- - 
isch allein beeinflussenden Randschichten als geradlinig angenommen wurden, 
was natürlich keineswegs der Fall ist. Dersicher vorhandene, aber rechnerisch 


— 


= 


., ) K. Hauffe u. H. J. Engell, Z. Elektrochem. Ber. dtsch. Bunsenges. phys. Chem. 
%, 366 (1952); H. J. Engell u. K. Hauffe, Z. Elektrochem. Ber. dtsch. Bunsenges. 
phys. Chem. 57, 762 (1953). 
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schwer bestimmbare längere Stromweg erfordert natürlich für die gleiche 
Leitfahigkeitsinderung einen größeren Querschnitt und damit eine größere 
Dicke d der Randschicht. Die Dicke kann somit in der Größenordnung 
10-5 em angenommen werden. Pogansky?) gibt für seine CdSe-Sperr- 
schichten eine Dicke von 2 - 105 cm an. 

Im Bereich mittlerer und tiefer Temperaturen wird die Reaktion zwischen 
CdSe und Cd-Dampf im wesentlichen mit der Chemisorption 


Cd S Cd+@ + (3) 


beendet sein. Im Sinne der früheren Betrachtungen bedeutet o die als Ober- 
flächenphase zu betrachtende Chemisorptionsschicht und R kennzeichnet die 
Randschicht. Entsprechend (3) kommt es zu einer Erhöhung der Konzen- 
tration der freien Elektronen $(®) in der Randschicht (Anreicherungsrand- 
schicht). Infolge des sich hierdurch aufrichtenden hohen elektrischen Feldes 
und der mit steigender Temperatur wachsenden kinetischen Energie folgt 
nunmehr der Einbau der chemisorbierten Cd-Ionen gemäß der Einbauglei- 
chung: 


Eine Entscheidung zwischen (4a) und (4b) ist zur Zeit noch nicht möglich, 
wenn auch (4b) wahrscheinlicher zu sein scheint. Durch Anwendung der 
Massenwirkungsansätze für die Reaktionsgleichungen (3) + (4a) bzw. (4)+ (4b) 
folgt in beiden Fällen: 

(5) 
Die Diskrepanz zwischen dem Befund (1) und der Beziehung (5) läßt sich 
nur durch die Annahme der oben diskutierten Randschichtleitfähigkeit er- 
klären, die eine logarithmische Abhängigkeit der Leitfähigkeit vom Cd-Partial- 
druck fordert. Wie aus Selenierungsversuchen an Cd-Folien, die gemeinsam nit 
Herrn Dr. A. Rahmel durchgeführt wurden, zu entnehmen ist, müssen sich 
innerhalb unserer Versuchstemperaturen und -zeiten wegen der geringen 
Ionen-Diffusionsgeschwindigkeiten die Leitfähigkeitsänderungen hauptsäch- 
lich in oberflächennahen Zonen, den Randschichten, abgespielt haben. 

Da nach Preuner und Brockmüller?) Selen bei der Meßtemperatur 
von 500°C als sechsatomiges Molekül vorliegt, lauten Chemisorptions- und 
Einbaugleichung: 
+ = Se-) (Chemisorption) (6) 

4. GIR) 4 = CdSe 


(7a) 

(Einbau) 
Se-() + 6(®) +. Sen” = Null. (7b) 
Entsprechend erhalten wir aus den Massenwirkungsansätzen der Einbau- 
gleichungen mit der Alternative Cdo’ bzw. Sen” und Cdo” bzw. Seo” 


-1/12 bzw. 
pall? bzw. 


®) G. Preuner u. I. Brockmüller, Z. physik. Chem. 81, 140 (1913). 
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Auch hier ist die starke Abweichung vom experimentellen Befund (2) in 
dem Auftreten von Raumladungsrandschichten zu suchen 1). 

Während die Legierungsmetalle Wismut und häutig auch Zinn heim For- 
mierungsvorgang höher als 2wertig in die CdSe-Schicht eingebaut werden 
und demzufolge durch Vermehrung der Zahl der freien Elektronen gemäß 


Bi,Se, = 2 Bie’ (Cd) + 26 + 2CdSe + 4 Se, 
die Leitfähigkeit der CdSe-Schicht vergrößern, muß ein Einbau von Thallium 
in Form 1wertiger Kationen gemäß 


4Se, Tl,Se +28 22Tle’(Cd)+-2CdSe (10) 


die Konzentration der freien Elektronen und dadurch die elektrische Leit- 
fähigkeit vermindern. Wie man aus Abb. 3 erkennt, wird die erwartete Ab- 
nahme der Leitfähigkeit auch bei kleinen Zu- 


sätzen bis zu 0,1 Mol% Tl,Se beobachtet. Bei PR | 

höheren Tl,Se-Zusätzen jedoch tritt ein Leit- > 
fähigkeitsanstieg um 2 Zehnerpotenzen ein, der {4 

bereits bei einem Zusatz von 0,3 Mol% er- = | 

reicht ist und bei weiterem Zusatz an Tl,Se 2 

praktisch konstant bleibt. Die bei höheren 

Tl,Se-Zusitzen (> 0,1Mol%) auftretende Leit- 3 } ; 3 
fähigkeitserhöhung kann nur dadurch hervor- Mol’ — 


gerufen werden, daß durch den Zusatz neue pp 3. Leitfahigkeit von 
bewegliche Ladungsträger geschaffen werden, CdSe—Tl,Se-Mischphasen bei 
und zwar können, wie im folgenden gezeigt 500° C im Hochvakuum in Ab- 
wird, sowohl freie Elektronen als auch Defekt- hängigkeit vom Tl,Se-Gehalt. 


elektronen in Frage kommen. Gleichung (10) 


wäre also für höheren Tl,Se-Zusatz für Defekt- Leitfähigkeiten erwartet 
elektronen-Produktion zu schreiben: werden) 
4 Se + Tl,Se = 2 Tle’ (Cd) + 2 @ + 2CdS. (11) 


Das bedeutet, daß das n-leitende CdSe durch höheren Zusatz an Tl,Se zu 
einem Defekthalbleiter bzw. zu einem p-Leiter wird. Eine ähnliche Leit- 
fähigkeitsinversion wurde an CaQ—Li,O- und CaO—La,0,-Mischoxyden von 
Hauffe und Tränckler!!) beschrieben. 

Über die Herkunft der für den Einbau von Tl,Se ins CdSe-Gitter erforder- 
lichen Elektronen und damit über die ,,Lokalisierung‘‘ der Defektelektronen 
bzw. Festlegung des ‚„Elektronen-Reservoirs‘‘ sind zwei Annahmen möglich. 
Erstens können sie aus dem Valenzband der Se®--Anionen stammen, die da- 
durch teilweise zu Iwertigen Se-Ionen umgeladen werden. In der einfachen 
Bändermodell-Darstellung (siehe Abb. 4) würde dies bedeuten, daß wir durch 
den Einbau von neuen Selenionen infolge Einbau von Tl,Se gemäß (11) neben 
dem bereits vorhandenen Donator-Term einen Akzeptor-Term schaffen, der im 
Anfang der Reaktion — also bei kleinen Tl,Se-Gehalten — zunächst die meisten 
Elektronen aus dem Leitfahigkeitsband (L-Band) wegfängt und anschließend 


. ,°) Inwieweit der konstante Teil bzw. schwach gegenläufige Gang der Leitfähigkeit 
in Abb. 2 auf eine sich einstellende Eigenhalbleitung unter Beteiligung von Defektelek- 
tronen hinweist, müßte durch Thermokraftmessungen untersucht werden. 

") K. Hauffe u. G. Tränckler, Z. Physik 186, 166 (1953). 
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 Valenzband mit Defektelektronen 
a Abb. 4. Vereinfachte Darstellung der Änderung der Elektronenfehlordnung im CdSe 
_ beim Einbau von Tl,Se im Sinne des Bändermodells. 


a) Zu Beginn der Reaktion bei kleinen Tl,Se-Gehalten; Valenzband noch voll besetzt. 
Die offenen Kästchen |_| deuten die Zahl der Donatoren und Akzeptoren an. 


b) Im weiteren Verlauf der Reaktion werden Leitungselektronen und Donatoren an 
Zahl immer kleiner. Infolge Mangels an freien Elektronen (= Leitungselektronen) werden 
jetzt Elektronen aus dem Valenzband in den Akzeptorterm geholt, wodurch Defektelek- 
tronen gebildet werden. 


c) Bei höherer Konzentration an Tl,Se im CdSe ist das Leitungsband leer und der 


Donatorterm „zerstört“. Jetzt werden die vom Akzeptorterm benötigten Elektronen 
ausschließlich aus dem Valenzband geliefert. 
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weitere Elektronen aus dem Valenzband (V-Band) der Se?~-Ionen holt. Hier- 
bei wird die Konzentration der Se?--Ionen im Akzeptor-Term nge:- erhöht. ’ 
Sie betragt 
Nge- =} (Me + Ne), (12) 

d.h. sie ist gleich der halben Summe aus der Konzentration der ursprünglich 
vorhandenen freien Elektronen rn. und der neu geschaffenen Defektelek- 
tronen No. 

Zweitens gibt es aber noch eine weitere Möglichkeit, um zusätzliche La- 
dungsträger zu erzeugen. Es ist bekannt, daß Tl-Ionen unter stärker ,,oxy- 
dierenden‘‘ Bedingungen auch 3wertig auftreten können — besonders dann, 
wenn das Nichtmetall in hoher Konzentration vorliegt. An Stelle von Einbau- 
gleichung (11) erhalten wir dann einen Einbau von Tl,Se mit einer gleich- 
zeitigen Umladung der Tl-Ionen: ER 


4Se@ + Tl,Se = 2 Tle’ (Cd) +26+2CdSe. (1) 


Im Sinne des einfachen Bändermodells würden dann die eingebauten pee 
Tl-Ionen einen zweiten Donator-Term, einen sogenannten ,,Fremd-Donator- 
Term‘ ergeben. In diesem Falle würde im Gegensatz zur ersten Möglichkeit keine 
Elektronenstörstellen-Inversion stattfinden, sondern nur ein Wiederanstieg 
der Konzentration der freien Elektronen bis zu einem gewissen „Sättigungs- 
wert‘‘,der bei etwa 0,3 Atom-% liegt. Anschließend findet entweder kein Einbau 
von Tl-Ionen mehr statt oder vom TI-Ion dissoziieren nur so viele Elektronen 
ab wie vom gleichzeitig sich ra Selen verbraucht werden, so daß es 
also bei Zusätzen >0,3 Mol-% Tl,Se zu folgendem Einbau kommt: 


4 Se) + Ti,Se = 2 Tlex (Cd) + 2 CdSe, (14) 


d.h. daß bei höheren Tl-Konzentrationen nur noch 2wertige Tl-Ionen ent- 
stehen, die auf die Elektronenfehlordnung keinen Einflu8 haben. Es ist also 
hier mit ähnlich komplizierten Umladungsprozessen zu rechnen wie beim 
Einbau von Chromionen ins TiO,-Gitter™). Um zwischen diesen beiden Ein- 
bau-Mechanismen zu unterscheiden, müßten Thermokraft- und Halleffekt- 
messungen herangezogen werden, die entweder einen Vorzeichenwechsel 
der Thermokraft bzw. Hallspannung ergeben oder stets einen negativen Wert 
mit einem Minimum bei 0,1 Mol% Tl,Se aufweisen sollten. 


") K. Hauffe, Fehlordnungsgleichgewichte in halbleitenden Kristallen vom Stand- 
punkt des Massenwirkungsgesetzes, in Halbleiterprobleme, Bd. 1, herausgegeben von 
W. Schottky, Braunschweig 1954, S. 107 ff. 7 


Berlin, Institut für physikalische Chemie der Humboldt-Universität. "an 


Bei der Redaktion ge am 19. Juli 1954. Fed 
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Eine zum konstanten Längsfeld 
in der positiven Säule einer Glimmentiadung 


Inhaltsiibersicht 


In einer früheren Arbeit waren Bedingungen für konstanten Langsgra- 
dienten und elektrische Neutralität in der positiven Säule einer Glimment- 
ladung aufgestellt worden, wobei sich auf die axialen Stromdichtekompo- 
nenten bezogen wurde. Hier soll das Problem des konstanten Längsfeldes vom 
Standpunkte der Quasineutralität und der radialen Abdiffusion der Träger 
aus beleuchtet werden. 


Angeregt durch eine Arbeit von Seeliger und Ollendorf!) wurden in 
einer früheren Arbeit Untersuchungen über den konstanten Längsgradienten 
und Neutralität im Bereich der positiven Säule einer Glimmentladung ange- 
stellt?). Dabei wurde von möglichst allgemeinen Voraussetzungen ausgegangen 
und die erwähnten Bedingungen in Bezugnahme auf die axialen Stromdichte- 
komponenten und die Trägerbilanz formuliert, sowie eine physikalische Deu- 
tung derselben versucht. Während dabei also der axiale Fluß der Träger im 
Vordergrund stand, soll im Rahmen dieser Bemerkung sich hauptsächlich 
auf Quasineutralität und radialen Trägerabfluß bezogen werden. Tatsächlich 
ist es auch in dieser Hinsicht möglich, unter einigermaßen plausiblen Annahmen 
eine Bedingung für den konstanten Längsgradienten in der positiven Säule 
einer Glimmentladung abzuleiten. Dabei vereinfachen sich die zur Beschrei- 
bung der Verhältnisse herangezogenen Voraussetzungen insofern, als nicht im 
einzelnen auf die Trägerbilanz eingegangen werden muß, wodurch verständ- 
licherweise eine größere Allgemeingültigkeit in Hinblick auf sie erreicht wird; 
auch kommt man in diesem Falle ohne die Forderung der Poissongleichung 
aus. Zur Kennzeichnung der Verhältnisse sollen nämlich folgende Gleichun- 
gen herangezogen werden: 


1. Die entstehenden Felder sollen im stationären Fall durch die beiden 

Maxwellgleichungen : 
rotE=0 (la) rot H = =; (1b) 

beschrieben werden. 

2. Für die Entladungsstromdichte soll die Kontinuitätsgleichung ge 
fordert werden, so daß im stationären Fall div j, 4 = 0 erfüllt wird. 

3. Die Trägerbewegung soll den üblichen Diffusionsgleichungen genügen. 
Wenn man sich dann auf ein kreiszylindrisches Rohr bezieht, welches durch 


1) R. Bosliger u. F. Ollendorf, Physik. Z. 38 Nr. 15, 577 (1932). 
% J. Wilhelm, 1088. 
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die Zylinderkoordinaten : r, z und g beschrieben werden soll, und die Träger- 
dichten n,, das elektrische Potential V und die magnetische Feldstärke 9 
bei vorausgesetzter Symmetrie als unabhängig von  ansetzt, so kann man für 
die Stromdichten folgende Komponentendarstellung angeben: 


on, 7 q > 
Jor = + ¢, E, (2a) Joz = 


wo:a,=e6,D, c,=eö,b, und sich v auf positive Ionen bzw. Elektronen 
bezieht, je nachdem + oder e gewählt worden ist. Die Diffusionskoeffizienten 
D, und die Beweglichkeiten b, sollen wieder örtlich konstant angenommen 
werden, während 6, als eine Größe, welche die Werte + 1 annehmen kann, 
zum Ausdruck bringt, daß das Vorzeichen im einzelnen noch von den vor- 
herrschenden Feldverhältnissen abhängt. 

4. Ferner soll für das folgende noch angenommen werden, daß j,, + 0 ist, 
d.h. also, daß in radialer Richtung tatsächlich Träger abwandern. 

Mit Hilfe dieser Annahme, die die wesentlichen Größen innerhalb der 
positiven Säule beschreiben, kann man dann folgende Bedingungen für das 
konstante Längsfeld angeben: 

Hor 
Oz 
der Längsgradient als konstant. Umgekehrt erhält man, wenn man von 
E, = const ausgeht, bei Annahme der Quasineutralität auch wieder die Be- 


Wenn man Quasineutralität und = 0 voraussetzt, so erweist sich 


ziehung =0*). D. h. also, daß bei Annahme der Quasineutralität die 


se, daß der radiale Trägerabfluß nicht mehr von der axialen 

Richtung abhängt, notwendig und hinreichend für den konstanten Längs- 

gradienten ist. Ehe in zwei Schritten die eben aufgestellte Behauptung nach- 

gewiesen wird, kann man in derselben Weise wie in der oben zitierten Arbeit 

zeigen, daß in radialer Richtung ein neutraler Diffusionsstrom fließt. Denn 

schreibt man die Gl. (1a) und (1b) in Komponenten, so erhält man: 

ok, OH, aH» öH, , He 

= (Se) — = 7, (98) 0(8e) —+— =. (3d) 

Nun ist auf Grund der zweiten Voraussetzung j, = )(r), d.h. eine von z 

unabhängige Funktion. Führt man in (3d) die Transformation rH, = 4 

durch und integriert, so erhält man: ee BUBEN 

n= f rj, dr + A(z). 

Als Anfangsbedingung in der Rohrachse ergibt sich, wenn man annimmt, daß 

H, für r + 0 nicht gegen einen unendlichen Wert strebt: 7 (0, z) = 0, woraus ' 

sofort A(z) = 0 folgt. Damit wird H, = H,(r) eine reine Funktion von r, 

und aus (3b) folgt demnach: (4) j, = 0. Das bedeutet aber, daß in radialer 

Richtung ein neutraler Diffusionsstrom fließt. 

Damit kann der Nachweis folgendermaßen geführt werden: 
Hoe 


A. Ausgehend von i 0 und der Quasineutralität erhält man zu- 


nächst aus den radialen Komponenten der Diffusionsgleichungen, on man 


von einem noch auszuschlieBenden Sonderfall. 
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noch partiell nach z differenziert: inet 
Or az + C4 Oz (n 


_ Wenn man nun die z-Koordinate positiv von der Anode zur Kathode be- 
wertet und das axiale Feld ebenfalls positiv, wenn die positive Einheits- 
ladung in diese Richtung getrieben wird, so kann man bezüglich der Vor- 
zeichen der Koeffizienten a, und c, folgendes angeben: Während die c, für 
beide Trägerarten in ihren Vorzeichen übereinstimmen und positiv sind, 
arta + 
+ 0, so müßte a, c, — a, c, = 0 sein. Wegen der eben ange- 


werden die a, entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. Wire nun 


und auch 
-gebenen Vorzeichen der Koeffizienten ist dies aber nicht möglich. Es muß 
daher mindestens eine Ableitung verschwinden, woraus aber wegen (5) auch 


sofort das Verschwinden der anderen: folgt. Man kann daher: a = 0 an- 


nehmen, womit sich 


_ ergibt, d. h. die Trägerdichten lassen sich additiv aus einem nur von der axialen 


& fe Richtung abhängigen und einem weiteren Anteil zusammensetzen, der nur 
von der radialen Richtung abhängt. Andererseits erhält man, wenn man die 


nieht differenzierten radialen Stromdichtegleichungen zueinander addiert: 
on 


a,+a, ' 


Der Fall, daß q unendlich groß wird oder diese Größe verschwindet, kann ausge- 
schlossen werden. Denn der letzte Fall kann wegen der gleichen Vorzeichen 
der c, gar nicht eintreten ; dagegen müßte im ersteren Fall a, + a, = 0 sein. 


Ir = (c, + C+) n E, 
führen. Da j, = 0 ist, müßte H,=—0 sein. Aus der Beziehung > = 


folgt damit auch = = 0. Andererseits führt die Addition der axialen Strom- 


dichtekomponenten auch auf j,=(ec,+c;,)nE,. Damit würde partielle 


Differentation nach z wegen 3 = 0: 


ergeben. Entweder ist nun: = = 0, womit der konstante Längsgradient 


en _ gewonnen ist, oder man hat g(r) = const. Das würde dann aber n = n(2) 
cs, liefern, und es wäre: “Dor = 0, was aber durch die am Annas unter 4. gemachten 
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Annahmen gerade ausgeschlossen worden ist. Damit ist also auch der Fall, 
daßin (8) der Nenner verschwindet, behandelt, und wir können uns im folgen- 
den auf ein endliches q beschränken. Dann erhält man aber 
Ged coin „U (9) 
und Integration fiihrt auf: : 
@ wileibsa: rab 


V(r, 2) + + D(z). (10) 
“ 
Somit erhält man schließlich auch für E,: 


Nun ergibt sich durch Addition der axialen Komponenten der Stromdichte- 
gleichungen : 


i, = (@, + (c, + n E,. chy (12) 
Partielle Differentation nach r liefert: 


Da die linke Seite von at nur eine reine Funktion von r ist, muß sich nE, 


in der Form: 
nE,=A(z)+ Br) 


darstellen lassen. Nun ist aber: 


E oY 15 
daher liefert partielle Differentation nach r: Ar era 
dot ) 
B(r) = (7) 


Entweder ist nun Bir) + 0, p(r) + 0, dann hat man 2 = /, wo l eine Kon- 


stante bedeutet. Setzt man dies in die GI. (12) ein, so erhält man: ip 


Damit muß sein: 


(c, + ¢,) ly (2) = const. 
1= 0 scheidet aus, da B(r) + 0 angenommen wurde; damit ergibt sich 
y = const, Aus (11) folgt dann aber sofort für E,: E, = const, womit der 
konstante Längsgradient gewonnen ist. Ist aber in (15’) B = 0, so muß auch 
mindestens @ = 0 oder = = Osein. Im ersten Fall folgt aus j, = (c, + c;) nE, 
sofort E, = 0, d.h. eine bereits betrachtete Möglichkeit, welche auf 7,, = 0 
führen würde. Ist aber z = (, so hat man nach (16) j, = 0. Wenn man nun 


bedenkt, daß sich die Elektronen in Richtung nach der Anode, die positiven 
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Be u h. diese ende kann ausgeschlossen werden. Damitist die Konstanz des 
Längsgradienten nachgewiesen. 

B. Geht man umgekehrt bei Voraussetzung der Quasineutralität von 


öE, AE, 
u.” 0 auch E,=E,(r). 


= const aus, so folgt zunächst mit: 


dr 
treten, was wegen j, = 0 auf E,=0 führen würde. Addition der axialen 
Komponenten der Diffusionsgleichungen liefert wegen j, = (c, + c,)nE, 


—=qE,n. Ein unendlich großes würde wieder für a, +a, = 0 auf- 


diesmal bei partieller Differentiation nach z: = = 0. Damit erhält man aber 


durch partielle Differentiation der radialen Stromdichtekomponenten nach 


or 


2 sofort: = 0, womit das gewünschte Ergebnis bereits erhalten worden 


ist. Man kann daher für das folgende ein endliches q annehmen. Dann erhält 
man aber, wenn man die vorliegende Gleichung integriert: 


n = My (2) exp [q [ E, dr]. (18) 


Damit kann man n in der Form: (19) n (r,z) =  (r) y (z) darstellen, d.h. als 
Produkt zweier Funktionen, wobei die eine nur von z, "aie andere dagegen nur 
yon r abhängt. Andererseits erhält man, wenn man die radialen Stromdichte- 
_komponenten einmal partiell nach z und die axialen einmal partiell nach r 
ableitet und anschließend voneinander subtrahiert: 
Bor an an 
Schreibt man diese Gleichung einerseits fiir Elektronen, andererseits fir 
positive Ionen, addiert die beiden so, erhaltenen Beziehungen zueinander und 
ifferenziert anschließend noch einmal partiell nach z, so hat man schließlich: 


Setzt man noch n(r, z) in diese Gleichung ein, so ergibt sich: ae 

Entweder verschwindet nun mindestens eine der Größen in (20), oder sie 

können alle von Null verschieden angenommen werden. Nun kann die linke 


Seite z. B. Null werden, wenn E, = 0 ist. Dann folgt aber auch: =. # - = 


Wäre de = 0, so würde sich j,, = 0 ergeben, was ausgeschlossen war; ist 
dr ” 


— = 0, so ist m = n(r) und damit auch She = 0. Hiermit ist der 


von (20) ist die Annahme: 0. Dann muß wieder 


dz? 
sein. Ist nun a 0, so hat man auf jeden Fall sofort Ger _ 0; für ay = 
i dz Oz dr 


Qa. a. 


fe 2 = @ 
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folgt dagegen aus j, = (c, + c,)n EH, = 0, daß E, = 0 ist, eine Möglichkeit, 
die bereits oben behandelt wurde. Fiir das folgende kénnen wir also annehmen, 
daß sämtliche Größen von Null verschieden sind. Damit erhält man aber nun 


dz+ G(r), 


[ gar 
z 


als ein Hauptintegral der Dgl. (20), d.’h. alle Integrale haben die Form: 


wo 


z 
Integration von (20’) ergibt: 
n = [Aexp (xz) + B] exp [xG], IR RER. (20 a) 


wo A, B und x Integrationskonstante. Aus der Menge der Lösungen werden 
also die Fälle n = n(r) und (20a) ausgesondert. Bei Ansschluß der speziellen 


Form (20a) erhält man damit wieder Nr — = .0#), 


C. Im folgenden soll das bisherige Ergebnis insofern noch etwas 'verall- 
gemeinert werden, indem neben den Elektronen auch noch negative Ionen als 
Ladungsträger zugelassen werden sollen. Dabei soll sich jedoch auf solche Ent- 


ladungen beschränkt werden, wo mit 4 = - = const gerechnet werden darf, 


so daß also die Frage nach der Gültigkeit der angegebenen Bedingungen im 
noch allgemeineren Fall, daß nämlich das Verhältnis A örtlich variabel ist, 
noch offen gelassen bleibt. Von den eingangs gemachten Voraussetzungen 
werden alle beibehalten, wobei sie nur sinngemäß durch Zusatzglieder zu er- 
gänzen sind, welche dem elektronegativen Zustand der Entladung Rechnung 


tragen. Geht man dann von ar = 0 bei Annahme der Quasineutralität aus, 


so kann man wegen der über die Größe A gemachten Voraussetzungen folgendes 
Gleichungseystem angeben : 


5% 
m, E,) = 0. 


Beziiglich der Vorzeichen der Koeffizienten läßt sich bei entsprechender Fest- 
setzung wieder sagen, daß die c, gleiches, dagegen die a, und a_ gegenüber a,. 
verschiedenes Vorzeichen besitzen werden. Aus den beiden ersten Gleichungen 


kann man damit = = (m, E,) = 0 schließen, womit sich wegen der 


*) In der Eingangs zitierten Bemerkung?) wurde diese zusätzliche Lösungsmöglichkeit 
‚so daß die dort formulierte Bedingung für die Notwendigkeit exakt nur bei 
pe dieser Sonderlösung möglich ist. 
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sofort auch = —(n,E,) = 0 für die beiden andern 


ER _ Tragerarten ergibt. Damit lassen sich die Trägerdichten n, in der Form 

n„(r,2)=y,(2) +9, (r) 

darstellen. Andererseits erhält man, wenn man die radialen Stromdichte- 
Br komponenten zueinander addiert, z. B. für die Trägerdichte n,: 


+ GA + ay (1 + A) 


= wird. Der Fall q=0 scheidet aus, da er auf 


fiihren wiirde. kann q für 
Cy 


= 0 oder doy _ 0 schlieBen, wobei der letzte Fall aus- 


_ geschlossen werden muß, da er auf j,, = 0 führen würde. Damit ist der Fall 
eines unendlich großen g erledigt, und für ein endliches q läßt sich dann wie 
im Vorangegangenen das Ergebnis herleiten. Ganz analog kann man von 
E, = const ausgehend, die Beziehung 


angeben. Aus der Annahme E,= 0 würde We _ 9 bzw. We _ 9 folgen. 


ee post führt auf j,, = 0 und scheidet daher aus; aus 2 = 0 ergibt sich 


0 und damit Ger _ = 0. Dasselbe Ergebnis erhält man aber auch 


Gz 

aus der Annahme ov - 0. Schließt man den aus der Annahme nicht 
_ verschwindender Größen in (20’’) sich ergebenden zusätzlichen Fall aus, so 
hat man damit Ir = 0 auch in dem betrachteten allgemeineren Fall ge- 


45 


wonnen. 

Es wird im Vorhergehenden nachgewiesen, daß sich unter gewissen allge- 
meinen Voraussetzungen, worunter diejenige der Quasineutralität die vor- 
 nehmlichste ist, die Annahme, daß innerhalb jedes Querschnittes die gleichen 

radialen Stromdichtekomponenten nach außen fließen, als notwendig und 
hinreichend dafür erweist, daß es im betrachteten Gebiet zur Ausbildung eines 
konstanten Längsfeldes kommt. 


Herrn Professor Dr. Seeliger möchte ich an dieser Stelle für anregende 
Diskussionen herzlich danken. 


Greifswald, Institut für Gasentladungsphysik der Deutschen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin. 


Bei der Redaktion eingegangen am 5. August 1954. 
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Der Spannungstensor in der Wellenmechanik') 


Herbert W. Franke 


Durch Umformen der Schrödingergleichung erhält man eine Be- 
wegungsgleichung, die sich von der Ne wtonschen nur durch ein Zusatzglied 
unterscheidet. Man kann sie auf eine fiktive Schrédinger materie beziehen, 
die unter dem Einfluß von äußeren Kräften strömt, außerdem aber inneren, 
von der Dichteverteilung abhängigen Kräften unterliegt. Mit Hilfe des ihnen 
zugeordneten Spannungstensors läßt sich leicht die Gültigkeit des Gauß- 
schen Satzes, des Flächensatzes und des Virialsatzes beweisen. 


Aus der Schrödingergleichung 


2 r 2; 
= 0 (1) 


folgt nach Einführung der Dichte o — gemäß 


ix 
y=Voe® — (2) 
einer fiktiven Schrödingermaterie?) die erweiterte Ne wtonsche Bewegungs- 
glichung 
In Anlehnung an hydrodynamische Vorstellungen kann der Term 
2 
= grad AVe 
2m Ve 


als Druckkraft interpretiert werden. Demnach befindet sich die Schrö- 
dingermaterie in einem Spannungszustand, der durch einen Tensor T,,. 
beschrieben wird. Dieser Spannungstensor ist dadurch bestimmt, daß seine 


Divergenz der Kraftdichte von (4) gleich sein muß: ne) 
Ox; 2m Ox, Vo 


!) Diese Notiz ist ein kurzer Auszug aus dem Aufsatz „Ein Strémungsmodell der 
Wellenmechanik“‘, Acta Physica Hungarica, im Erscheinen. 
*) G. Falk, H. Marschall, Z. Naturforsch. 4a, 131 (1949). 

_*) W. Glaser, Zur Herleitung der Schrödingerschen Wellengleichung, Vortrag 
bei der Österr. Physikertagung in Graz, 8. und 9. Dezember 1950; W. Glaser, Grundlagen 
der Elektronenoptik, Springer Verlag, Wien 1952, 498f. 

*)K. F. Novobatzky, Ann. Physik 9, 406 (1951). 
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Wir Sesame, daß T,, symmetrisch ist, und erhalten wegen der Identität 
@AVe_ @ e.)- Ve) 

ax; Vo dx, 02,02) Ox,\ dx, Oz, 

den Spannungstensor 


Die Form 
mo = = —ograd U—DivT (8) 


der Bewegungsgleichung ist gut geeignet, um die Gültigkeit einiger allgemeiner 
mechanischer Prinzipien auch fir die Schrédingermaterie nachzuweisen. 
Bei der Integration von (8) verschwindet nach dem Gaußschen Satz das 
Integral über die Tensordivergenz und man kommt direkt zum Schwerpunkt- 
satz 


do _ _ il 9 

E den Ausdruck für @ % nach (8) ein und integriert ee 

plodr = [kograd U + x Div (11) 


so findet man wegen 


den Flächensatz 


d — = “she, 

Zum Beweis des Virialsatzes bildet man a en 

a p) = +(x =) (14) 


und erhält unter Berücksichtigung von (3) durch Integration na 


2m Ve 
Daraus wird nach (5) und durch Beachtung der Identität ya 
f Div T) de = — f T,, dt. (16) 
Mit Hilfe des Gaußschen Satzes ergibt sich nun der Virialsatz in der Form 
= ;(t 2 K — rgrad U — grad? 0. (17) 


Herrn Prof. Dr. Walter Glaser und Herrn Hellmut W. Hofmann 
danke ich für wertvolle Anregungen und Diskussionen. Bee 
Erlangen, DrausnickstraBe 150. 
Bei der Redaktion eingegangen am 2. Juni 154. ER 
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Zu Matiods 
Methodische Studien 


G. Heber _ 


Inhaltsübersicht 


Zunächst ($1) werden einige schon publizierte Relationen (welche für 
starre Quellen zutreffen) übersichtlich hergeleitet und zusammengestellt. 
Dann ($2) werden einige Möglichkeiten diskutiert, die Quellenbewegung 
nichtrelativistisch zu erfassen. Schließlich ($ 3) wird gezeigt, wie man 2 skalar 
miteinander gekoppelte skalare Felder nach Tomonagas Methode behandeln 
kann. Hierbei wird das Quellenfeld nicht relativistisch vorausgesetzt. We- 
sentlichstes Resultat des $3 ist, daß die ae u. era bezüg- 


Einleitung 


Systeme, welche aus 2 gekoppelten Feldern bestehen, können streng 
bekanntlich nicht behandelt werden. Bisher wurde das Verhalten solcher 
Systeme meist unter der Annahme schwacher Kopplung näherungsweise dis- 
kutiert. Es gibt jedoch 2 wichtige Fälle in der Natur, bei denen die Annahme 
schwacher Kopplung sicher falsch ist: Die Kopplung der Nukleonen an das 
Feld der Mesonen und die Kopplung der Elektronen im Festkörper an das 
Feld der Schallquanten. In beiden Fällen liegt höchstwahrscheinlich eine 
mittelstarke Kopplung vor. Eine Methode zur genäherten Behandlung 
solcher mittelstark gekoppelter Felder wurde 1947 von Tomonaga ent- 
wickelt. Sie ist bisher recht wenig angewandt und weiterentwickelt worden *), 
obwohl sie relativ einfach zu handhaben ist. 

Es soll hier eine möglichst durchsichtige Darstellung der genannten Methode 
gegeben werden, weshalb ein nichtreales, einfaches Modell zur Illustration 
gewählt ist: Es liege ein skalares, reelles Feld vor, skalar gekoppelt an skalare 
Quellen. Zunächst denken wir an ruhende (gewaltsam festgehaltene) Quellen, 
dann aber auch an eine einzelne bewegte Quelle und schließlich an ein nicht- 
relativistisches Feld als Quelle. 

Weitere Veröffentlichungen sind geplant über den Einfluß der Struktur 
und der Bewegung der Quelle auf ihre Selbstenergie, über die angeregten Zu- 
stände der Quelle und schließlich über die Ausdehnung des entwickelten For- 
malismus auf die obengenannten, in der Natur vorkommenden Beispiele 
mittelstark gekoppelter Felder. 


*) Eine Zusammenstellung der einschlägigen Literatur findet sich am Schluß der 
Arbeit. 
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x 
Be 
2 nb 
| 
(16) 
r Form 
(17) 3 
2. 
[mann 
: 


Der „Operator des freien (d.h. ER reellen 
Feldes möge sich in der Form: 


h 
He = (2 oF + 1) (1) 
schreiben lassen, wo: eee 
(ay, = 0; [af,af]=—0; (2) 
f = Wellenzahlvektor, 
af = Operator der Erzeugung eines Teilchens im Zustande f, an 
ay = Operator der Vernichtung eines Teilchens im Zustande f. 2 a 


Im Falle des Mesonfeldes ist z. B. wy = c (u? + R)}; nm Mesonen- 


Ruhmasse, c = Lichtgeschwindigkeit. — Die Wechselwirkung ent =a mit 


seinen Quellen lasse sich in der Form poeta 


H = = (ar + (3) 


schreiben, wobei f(f) eine gewöhnliche Funktion von f (kein Operator) und der 
Gesamt-Hamiltonoperator des Systems 


H=H,+H' (4) 


seit). — Im Falle des Mesonfeldes, gekoppelt an ruhende Nukleonenmaterie 
der Dichte n(t), ist z. B. 


he? \t 
f(t) = f ei tr rt; (5) 
t 
n(t) ist genauer zu entnehmen der Grundgleichung 


2 das « u, welches wirin der Form 
geschrieben denken. 

Die grundlegende vereinfachende Annahme Tomonagas besteht nun 
darin, die Operatoren ay, af in der einfachen Form 


a = Ag (t), af = (f) (6) 


anzusetzen, wo y(f) eine gewöhnliche Funktion von f sein möge; nur A, A* 
sollen noch Operatoren sein, die weiterhin den Regeln (2), also speziell 


[A, A*] = 1 (7) 


unterworfen werden mögen. Die Gestalt der hier noch völlig beliebigen 
Funktion g(f) wird später festgelegt durch die Forderung nach minimaler 
Gesamtenergie des Systems. 

Über die physikalische Bedeutung der Annahme (6) läßt sich folgendes 
sagen : Man weiß, daß af a; und A*A zufolge (2) bzw. (7) alle positiven ganzen 


1) Ein der zu H tritt nicht weil sie hier als starr 


3 © 
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Annalen der Physik. 6. Folge. Band 15. 955 6 
| | 
al 
ni 
el 
W 
E 
4 
Ir 
is 
: A 
G 
V 
m 
80 
fa 
g 
8a 
ke 
al 
al 
® 
er 
li 
: 
cy 


reellen 


(1) 


(2) 


(3) 
nd der 


(4) 


naterie 


0) 


@.Heber: Zu Tomonagas Methode der Behandlung mittelstark gekoppelter Felder 159 


Zahlen (einschließlich Null) ny bzw. n als Eigenwerte besitzen. Aus der Relation 
af a, = A* A —* (f) p(f) folgt dann für die Eigenwerte: nr = n p*(f) p(f). 
mist aber die Zahl der Teilchen in dem durch f gekennzeichneten Zustande, 
also ist die Gesamztahl N der Teilchen: 


Jetzt liegt es nahe, die Eigenwerte n von A* A als Gesamtzahl der Teilchen 
anzusehen, also n = N zu wählen, was die Bedingung 


inn 
nach sich zieht. y* (f) pt) ist dann die Wahrscheinlichkeit, von den N Teil- 


chen eines im Zustande f anzutreffen (wegen + = y*(f) p(f)). Diese Deutung 
wird bestätigt durch die Gestalt der Mittelwerte von Impuls und ungestörter 
Energie: 
/Stata\ = N v(f), 
(F - 


wo W,= = + - , we und feste Teilchenzahl N vorausgesetzt wurde. a HR 


Man kann diese Tatsachen auch so interpretieren: Die Teilchen befinden 
sich alle im gleichen Zustand, der durch die Wahrscheinlichkeitsdichte im 
Impulsraum @*(f) p(f) (oder eine entsprechende im Ortsraum) gekennzeichnet 
ist. Da dieser Zustand zur tiefsten Gesamtenergie führen soll, entspricht diese 
Annahme durchaus dem Verhalten eines stark entarteten Bose-Einstein- 
Gases: Die Teilchen besetzen alle den tiefsten für sie erreichbaren Zustand. — 
Verfeinerungen des Verfahrens, auf die hier nicht eingegangen wird, erhält 
man natürlich, indem man statt 9 mehrere willkürliche Funktionen einführt, 
so daß die Teilchen einen dieser Zustände besetzen können. — Die Verein- 
fachung (6) ermöglicht es nun Tomonaga, eine andere Eigenschaft des 
Systemes (4) genauer zu berücksichtigen als bisher möglich, nämlich die Tat- 
sache, daß das Feld um die Quellen stets aus heliebig vielen Teilchen bestehen 
kann. In der Theorie schwach gekoppelter Felder hatte man in 1. Näherung 
immer nur 1 Teilchen im Felde, in 2. Näherung gleichzeitig 2 Teilchen usw., 
also stets nur eine beschränkte Teilchenzahl. Die Beseitigung dieser Be- 
schränkung der Teilchenzahl beseitigt auch die Beschränkung jener Theorie 
auf schwache Kopplungen; Tomonagas Methode wird hierdurch unab- 
hängig von der Kopplungskonstanten. Wir bilden also jetzt die Gesamt- 
energie W des Systems, W = (®, H ®), bezüglich eines Zustandes ® mit be- 
liebig vielen Teilchen: 

= ®,,. (9) 


®, soll der zur Teilchenzahl n gehörige Eigenzustand (im abstrakten Hilbert - 
Raum) von A*A sein: 


A*A®D, = n®,; (10) 
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die ®, können als normiertes aufgefaßt werden : <®,,, ®,.) = 
dng. Damit auch © normiert ist, muß a: ch c, = 1 gefordert werden. c* c, ist 


dann die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich n Teilchen im Felde befinden: 
Die c, werden ebenfalls, wie p(f), aus der Bedingung extremaler Energie W 
hergeleitet. 

Die Wirkung der Operatoren A, A* auf ®, ist bekanntlich: 


= 
A = V n 


H kann nach obigen Vereinfachungen in der Form 2 
geschrieben werden, mit ne 


+= 


Demnach ergibt sich für obiges W: 


oo 
W= We (12) 


n= 


n+1 


Wir suchen zuerst das Extremum von (12) bez. der c, auf, unter Berück- 
sichtigung der Bedingung Sc*¥c, = 1. Die Lagrangesche Methode liefert 
n 


hierfür die Gleichung 


Cy [Ww €] + Vn ‘+ Vn+1 = 0.?) 


(Beachte: c_, = 0; n = 0,1, 2,3...) (18) 


e ist der Lagrangesche Parameter; (13) erweist sich als homogenes Glei- 
chungssystem. das nur lösbar ist im Falle verschwindender Koeffizienten- 
determinante. Diese Determinante ist aber von unendlichem Grade, somit 
auch die resultierende Gleichung für e vom gleichen Grade und auf diese 
Weise e wohl nicht zu ermittlen. Auf jeden Fall aber ist klar, daß (13) zu 
Eigenlösungen ¢,, c,,, führt, die zu gewinnen unser Ziel ist. 

Man erhält die allgemeinen Lösungen von (13), indem man das Gleichungs- 
system (13) zu einer Operatorgleichung zusammenfaßt. Das gelingt mit 


Hilfe von Operatoren B, B* mit den Eigenschaften: B*.c, = )/ n+ 1a; 
B-c, = Vn -C,_1 also B* Bc, = n-c,; [B, B*] = 1. Dann erhält nämlich 
(13) die Gestalt: 


[W: B* B+ a B+ «* B*— = 03), (13a) 


2) (13) ist ursprünglich die Gleichung für c*, wir ersetzen aber von jetzt an c* wieder 
durch c,. 


3) Es ist: Cy 
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Der Vergleich mit (11) zeigt, daß wir damit so etwas wie eine Schrödinger- 
gleichung erhalten haben: [H — W, — e] C = 0 ist wegen der gleichen Eigen- 
schaften der A und B identisch mit (13a). Die Eigenwerte &, sind also die 
Energie-Eigenwerte des Systems (abgesehen von der Nullpunktsenergie W,), 
wie man auch durch direktes Einführen von (13) in (12) zeigen kann. Diese 
Eigenwerte erhält man am einfachsten nach der Methode der unitären Trans- 
formation: Ersetzt man B durch b=UBU-T uw. wobei U = 


exp. F (a* B—« B*)| sei, so ergibt sich b = B tz usw., insbesondere: 
* 
UHU-1 = W, + Lan . Nennt man noch U-C =D, so hat 


Gl. (13a) die Gestalt b-W — D=0 erhalten. -Da weiterhin 


[b, b*] = 1 gelten und die wie c, normiert sein sollen, 
folgt nach bekannten Methoden die Existenz der Eigenwerte .=0,1,23,8%. 
für b* b, womit die Eigenwerte von & zu a 
— * 
=» „= 0; 1,.3, .) 


ermittelt wären. Wegen W > 0 ist natürlich der tiefste Wert von W: 


W= [7 = W, _ 


W 
und die zugehörige Eigenfunktion : open 
C=-®= @ .¢ *; =—. 


Die Wahrscheinlichkeit, im tiefsten Zustande des Systemes n Teilchen zu 


finden, ist also: 


n 


Nun ist die Energie (15) noch bezüglich p zu variieren, , wobei die Neben- 


bedingung (8) zu beachten ist. Mit den Ausdrücken für W und « erhält man 
dann als Extremalbedingung für W, die Gleichung: f 


) + Ag* (| dp(f) + = 0, 


folglich : 
f* (f) nw 
90 (17) 
h we — + W- A 
W 
Die Konstante A ist hierbei mit Hilfe von (8) zu bestimmen, d. h. aus eae Ree . 
Sor ot) = 1 = ata 
k wt 4 Wal? 


Ahingt also von f? ab, aber auch von W (A), «*a(A). ES kann man also 
eine implizite Gleichung für A für jedes f(f) gewinnen, deren Auflösung noch 
recht kompliziert sein dürfte. Dieser Komplikation wegen verzichtet man 
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gewöhnlich Pa die strenge Bestimmung von A durch (8), setzt vielmehr fol 
gendes fest: p soll genähert in der Form 


p(t) = K 


angesetzt werden, wo K als Normierungskonstante und A’ als weiterer Varia. 
tionsparameter anzusehen sind. Sehr oft wird, um noch einfachere Formeln 
zu haben, A’ = 0 gesetzt. Damit wird natürlich die Güte der Näherung (18) 
weiter gegeniiber (17) herabgesetzt. 

Unter der Annahme }’ = 0 sollen jetzt zur Illustration einige Anwendungen 
aus der Mesontheorie besprochen werden. Sei also 


(18) 


so folgt 


ferner 
W = ot) = 
Setzen wir abkiirzend & f*(f) f(t) ww! = F, so wird ee 
Die Definition von f war in (5) gegeben: 


f(t) = Inte) eitr der. 


Um W, wirklich ausrechnen zu können, muß also n(t) spezialisiert werden. 
Wir geben einige einfache Beispiele. 

Sei n(t)=g-ö(r— R,); d.h. eine ruhende, punktförmige Quelle der 
Stärke g befinde sich in 2 Dann wird: 


W,- W, wird also coals Selbstenergie einer punktförmigen mesischen Ladi 
wie bekannt. Die Divergenzen werden entweder durch eine weitgehend will- 
kürliche ,,Abschneidevorschrift‘‘ beseitigt (obere Grenze der f-Summen nicht 
mehr 00, sondern willkürlicher, endlicher Parameter) oder durch Einführen einer 
nichtsingulären Quelldichte (rt). 
! e’r 
Setzen wir etwa n(t) = ist dr — (x2 + fay", 


Zur Bestimmung von K muß man jetzt das konvergente Integral 
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auswerten und F ergibt sich aus: 

(xe? + + 


Interessant ist der Fall zweier identischer Quellen, die sich an den Orten 
R,, R, befinden. Die zugehörige Quelldichte 7 ist charakterisiert durch: 


n(t) (cv — ®,) + No — | | 


folglich 
h f f 
*(f) f(t + cos F(R, — 


und schlieBlich 


W,—W, = const [1 + cos £(R, — 


W,setzt sich also aus der Selbstenergie der beiden Quellen und einer Wechsel- 
wirkungsenergie 


f 
V(R, — R,) = const cos F(R, — Rp) 


zusammen, die vom Abstand der beiden Quellen voneinander abhängt. 
V ist außerdem abhängig von der Gestalt der Quellen. Z. B. ergibt sich für 
punktförmige Dichte y(t) = g ö(r) genauer der Ausdruck: 


Nun ist: Ties 
I... 1 et 1 
27 e+e = = je] ’ 
also 


Man er Pen aps so genau das Resultat der Störungstheorie, das ja in diesem Falle 
auch exakt gilt, wie bekannt. 


$ 2. Einzelne bewegte Quelle 
Der Hamilton-Operator des Systemes besteht jetzt aus 3 Teilen: _ 
H=H,+Hqu+H'. (20) 
H, ist identisch mit (1), H ‘stimmt mit (3) überein, wobei allerdings in diesem 
die Quelldichte n(t, t) als zeitlich veränderlich gedacht wird. 


*) Verwechslungen von Potential V(R, — R,) und Normierungsvolumen V sind wohl 
nieht zu befürchten. 
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Auch f(f) wird deshalb jetzt im allgemeinen von ¢ abhängen. Hau sei 
der Hamilton-Operator der freien Quelle, den wir in der Form 


2 
Hau (21) 


ansetzen®). Um deutlicher zu sein, schreiben wir f(f) nochmals explizit auf: 


: = f(t R00) = ddr, 


PR 4 


Rt) ist der zeitlich veränderliche Ort des Schwerpunktes der Quelle. Man 
kann die Zeitabhängigkeit von f einfacher auch so darstellen: 


wo n(f) von der Bewegung der Quelle nicht mehr abhängt, sondern nur von 
der starr gedachten Dichteverteilung der Quellenmaterie relativ zum Schwer- 
punkt. Wir schreiben (22) auch in der Form: 


Die störende Abhängigkeit des Wechselwirkungstermes H’ von #R{t) wird 
schen mitteln einer unitären Transformation beseitigt. Und zwar sei: 


rs 


dann folgt, weil p (der Impuls der Quelle) mit a;, af kommutiert und im wit 
ih ist, daß 

U He, U- = 
und 


UHU "= (a + 
gilt (f(f) gemäß (22a)). Nennen wir den transformierten ee 


wieder H, so haben wir also jetzt: 


m 


H = he wy (at + - f(f) (ar + (23) 


Es soll versucht werden, (23) nach einem ganz ähnlichen Verfahren zu be- 
handeln wie (4) in $1. Wir setzen also wieder 
-Ag(f): af = A* p*(f), 


womit sich (23) reduziert auf 


2 
H= + A*A-W+ad+a* A* + W, 


W= hx « = p(t) und [A,A*]=1. 


5) m = Masse, p = Impuls-Operator der Quelle. ete re 


ode 
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2 
(24) unterscheidet sich von (11) nur durch den Operator x. dem wir unsere 


Aufmerksamkeit jetzt zuwenden müssen. ) ist ja der Operator des Impulses 
der Quelle. Man kann diese neue Variable aber eliminieren, wenn man beachtet, 
daß der Operator des Gesamtimpulses ® des Systemes, 

B=p+ 


mit H kommutiert. Es gibt also Eigenfunktionen von H, die gleichzeitig 
solche von. ® sind. Im System der Eigenfunktionen von H ist also ® als Zahl, 
nicht mehr als Operator aufzufassen und p hängt gemäß (25), p = ® — A*A-S&, 
nur noch von den Operatoren A, A* ab. Wir wollen uns deshalb jetzt auf 
diesen Standpunkt stellen; in H sind dann nur noch die Operatoren A, A* 
enthalten, ® können wir ebenso wie &, W, « vorläufig als Parameter behandeln. 

W=<®,H®) wird wie oben bezüglich eines ® der Form (9) berechnet, 
was zu einer zu (13a) analogen Gleichung für die c, führt: 


oder 
B)— + oF BIC = 0, love 


Gl. (26) läßt sich nun leider nicht mehr analog behandeln wie (13a). Das 
Glied ~ n? in £(n) verbietet die Anwendung der obigen unitären Transforma- 
tion und eine andere geeignete Transformation habe ich bisher nicht gefunden. 

Welche Methoden gibt es zur Lésung von (26) noch ? 

Man wird sich erinnern, daß zur Bestimmung des größten Eigenwertes ¢ 
einer Matrixgleichung der Form [H —e]C = 08) ein Iterationsverfahren 
ausgearbeitet ist. Uns interessiert aber gerade der kleinste Eigenwert von e. 
Dieser ergäbe sich natürlich, wenn man nach eben diesem Verfahren den größten 
Wert von 1/e der Gleichung [H-!— 1/e]C = 0 ermittelte. Leider scheitert 
das Verfahren praktisch an der großen Kompliziertheit von H-!, während ja 
H noch relativ einfach gebaut ist. Diese Kompliziertheit fällt vor allem des- 
halb schwer ins Gewicht, weil H-! auf C mehrfach angewandt werden muß’). 

Ein anderes, vielleicht besser verwendbares Iterationsverfahren ist unter 
Umständen folgendes. Man lasse die Zahl N der maximal zugelassenen Teil- 
chen nicht sofort co sein, sondern lasse sie schrittweise groß werden. Dies 


6) Es ist vielleicht nicht überflüssig, hier die Form von C nochmals anzugeben: 


0 

Co 1 1 

symbolisiert die Spalte C = a , für die man wegen ® = | 
0 


co 
usw. auch C = @ = |S c, ®, schreiben kann. 
n=0 
?) Das in Rede stehende Verfahren findet sich beschrieben z. B. bei Schmeidler, 
Vorträge über Determinanten und Matrizen, S. 99ff. 
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läuft formel auf ein Abbrechen von C hinaus. Für N = 1 arbeitet man z.B, 


Co 
mit C = (0); fir N=2 mit C ={[¢,} usw. Die entstehenden endlichen 


Gleichungssysteme für die c, und ¢ sind für jedes N aufschreibbar ; die Lösbar- 
keitsbedingung ist das Verschwinden der Koeffizientendeterminante Dy; 


x V2a* 0 0 | 

 UN)-el, 


Die N Eigenwerte ey ergeben sich dann aus der Gleichung N-ten Grades: 
Gy(e) = 0, wo 
mit A, = ¢(i) — e. — Praktisch würde man natürlich zuerst eM, „Min und even- 
tuell eM" exakt berechnen und den letzten exakten Wert ein zur iterativen 
Bestimmung der kleinsten Wurzel ome von ((e) = 0 verwenden. Ist dann N 
genügend groß gewesen, wird sich dieses ei" von eM!= nicht mehr allzusehr 
unterscheiden. 
Schließlich kann Gl. (26) noch als Differentialgleichung geschrieben werden. 
Hierzu hat man statt B, B* die beiden Variablen p, g einzuführen durch die 
Definitionen: 


B + B* B — B* ers (et si 
; = 27 
y2 „P iy2 (27) 
Mit [B, B*] = 1 folgt dann [q, p] = i. nebadielé ar 


Die letzte Vertauschungsregel aber kann man, wie aus der gewöhnlichen 
Wellenmechanik bekannt, erfüllen, indem man z. B. q als gewöhnliche Variable, 
keinen Operator auffaßt: q = q, dafür aber p als Differentialoperator: p = 

H = (p* + + (ey + 2 + + (Cg—4 g) P+ 
©». .C4 sind dabei Konstante, die aus den Parametern W, x, a*, B, K zu- 
sammengesetzt sind. [H —e]C == 0 wird dann eine Differentialgleichung vierter 
Ordnung für eine Funktion C (g). — Bekanntlich hängen die Eigenwerte & einer 
solchen Gleichung wesentlich von den Grenzbedingungen ab, die die Funktion 
C (q) befriedigen muß. Diese Grenzbedingungen sind stets physikalisch gegeben 
und resultieren aus der Bedeutung von € und g. Es scheint aber, daß in 
unserem Falle die Variable q keine physikalische Bedeutung hat, weshalb man 
auch: keine willkürfreie Randbedingung angeben kann. Stellt man versuchs- 
weise die Bedingung: ,,C muß quadratisch im Intervall g = — co... + 00 
integrabel sein“, so folgen aus (11) genau die richtigen Eigenwerte &,. Ein 
analoges Vorgehen verbietet sich leider im Falle der Gl. (26), weil die zugeord- 


nete Differentialgleichung zu kompliziert ist ; ihre Lösungen scheinen keine be- 
kannten Funktionen von g zu sein. 


H erhält, in den Variablen p, q geschrieben, die Form: 


W 


G.. 
: 
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| 
(2 
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a 
A 
u 
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j 
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Wegen der angedeuteten Schwierigkeiten, eine exakte Lösung des Pro- 
blemes (26) zu gewinnen, begnügen wir uns vorläufig mit einer störungs- 
mäßigen Behandlung. Wir bemerken, daß nur das Glied ~ n? die exakte 
Lösung erschwert und lassen es in einer 0-ten Näherung weg. Dann verbleibt: 


[t)(B* B) + « B+ a* —e]C =0, | 


mit 
Wo. 
Wir notieren für später 
m = 
(28) wird durch die unitäre Transformation i green ich. 
auf Diagonalform gebracht. Die Eigenwerte sind jetzt: 
= 5 +(W- wm Gis...) 
m 
und die zu vy = 0 gehörige Eigenfunktion ist: de 
n=0 Yan! 


_ 
— — 
m 
Die durch AC, (29), verursachte Diskrepanz zwischen (28) und (26) soll 


jetzt versuchsweise als Störung behandelt werden. Die zugehörige Eigen- 
wertstörung Ae ergibt sich in erster Näherung bekanntlich aus: 


Ae=<@,AC(B* (32) 
mit (31) für ®. Demnach ist: 


ni 
n= 
Da > == (x e*) = e* (x + 2), folgt: 
n=0 
a* 


= Bl + p* B) = (iF Bay |. 
m 
In erster störungstheoretischer Näherung haben wir als tiefsten Eigenwert: 


es or ara K? OF 

m m 

Diese Größe ist nun noch zum Extremum bez. p zu machen! Man übersieht 


sofort, daß de die Struktur: 


de = 6, OW + Cy da* + c¥ dx + OK 


¢ 

4 
a 

; 


) | 
| 
| 
7 
| 
—e€E ; 
srades: 2 
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riable, 
be 
geben | 
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) man 
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+ 00 
Ein 
eord- 
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haben muß, wo die Konstanten c,...c, jederzeit berechnet werden können, 
wir verzichten hier jedoch darauf. Da > (f) = 1 gelten soll, ist die 


Wy + (Cy St + Cy 3B) -£+ A} + Cy fr 


(A = Lagrange -Parameter). * 


Man sieht: Aus der Isotropie von /(f) und wy, folgt hier nicht die von 
das Glied ~(cg +c, erzwingt auch dann Anisotropie! Der 
oe Grad der Anisotropie ist jedoch sehr schwer zu ermitteln, daer unter anderem 
durch bestimmt wird. Es war ja aber gerade = =! - ein 


% ER Maß für diese Anisotropie. D.h. wird nur durch implizite und wahrschein- 
ee. recht komplizierte Gleichungen festgelegt. Deshalb wird in der Literatur 


gewohnlich angesetzt : 
a = Ag(t) + By(t), 
= = wo @ (f) isotrop, y (f) aber in bestimmter Weise anisotrop vorausgesetzt werden. 


ie Rechnung gestaltet sich dann einfacher. Wir gehen hierauf im Augen- 
& blick jedoch nicht weiter ein. Zum Abschluß möge bemerkt werden, daß die 
aur genäherten Lösung von (26) benutzte Störungstheorie wohl doch nicht 
so unbefriedigend ist, wie auf den ersten Blick scheinen möchte. Man muß 
Mi ja bedenken, daß hier nach einer ganz anderen GréBe entwickelt wird als bei 
der sonstigen Theorie schwacher Kopplungen. Wenn das Problem (26) also 
: acer vielleicht ebensowenig streng gelést werden kann wie das Problem der kon- 
3 __ ventionellen Störungstheorie, so ist doch zu bedenken, daß man auf diese 
_ Weise von einer ganz anderen Seite an die Lösung herankommen kann und 
x so alles in einem ganz anderen Lichte erscheint. 


§ 3. Nichtrelativistisches quantisiertes Feld als Quelle 


Die Feldgleichungen unseres Systemes seien jetzt: Be 
a: 
(35) 
yp charakterisiert also das Quellenfeld, U ein angekoppeltes Mesonfeld. Es ist 


; m = Mesonenmasse, M = Masse der Die 
zugehörige Hamilton -Funktion ist H = H, + Hey + H', wobei die einzelnen 


Terme folgende Bedeutung besitzen: 
e U2 + (grad U)? + u2 02) dy — we (2 af ay + 1), (6) 
mit 


und 


mit 


mi 
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und den Vertauschungsregeln (2) für de nat. nn 


Hoa = 2, f (grad y*) (grad y) ddr = — 2. [y* Ay dir — S04 b,, E 
93 g y 2) yr ay m “m “4m? 
mit 
p(t, t) = (t) Um (t) Wm 


= 
m 


Als Vertauschungsregel kann man entweder 


oder auch > 


voraussetzen ; das Ergebnis wird, da wir nachher nur Erwartungswerte von 
H für 1 Quellteilchen diskutieren werden, in beiden Fällen das gleiche sein. 
[Im ersten Falle hat b¥, b,, bekanntlich alle positiven ganzen Zahlen (einschl. 
0) zu Eigenwerten, im zweiten Falle dagegen besitzt by, b,, nur die Eigen- 


m 


werte 0 und 1.] Der dritte Term in H schließlich hat die Gestalt: 


H'= —gf Ult,t) (x, 2) p(t, t) dr 
he? 

(5 (ay + ad) [eittyr pdr = (az +a%), (39) 
mit 7% 
im = crite ys y de. 


Wieder führen wir die Tomonaga-Näherung (6), (7) ein und bestimmen 
p(t) aus der Minimalbedingung an 


W=<Y,(H, + Hau + H') P). (40) 


Die zur Variation zugelassenen Zustandsvektoren Y sind noch genauer zu 
spezifizieren, sie hängen ja jetzt auch von dem Zustand des Quellenfeides ab. 
Wir setzen an: 
00 
Fume (41) 
n=0 
®, ist wie bisher der zum Vorhandensein von n Mesonen gehörige Hilbert - 
Raum-Vektor. Auf ©, wirken die b-Operatoren. Wir wollen annehmen, daß 
0, dem Vorhandensein von 1 Quellteilchen mit dem Impuls & p, entspricht. 
In (41) werden nur solehe Zustände miteinander kombiniert, welche gleichen 
Gesamtimpuls ® = p, + n 8 (42)°) besitzen (vgl. auch die Beziehung (25)). 
® und ft fassen wir vorläufig beide als Parameter auf. Die c, in (41) sind 
natürlich wieder Variationsparameter, die der Bedingung $ su 
unterwerfen sind. 


*) Ähnlich wie früher ist — p*(t) p(f). Der Impulssatz ergibt sich’ aus (42) 
t . 
durch Multiplikation der Gl. mit A. 


| 37 
| (37) 
ze 
| 
a? 
y 
VE 
\ 
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pP, H, c 'n @,, h 4 wt [A* A (f) (f) 3] ®,»> 
n=0 


- 


(40) wird schrittweise berechnet: 


= W,+ c*¥c,-n- W; W Swrg* (0). 
n=0 


O,> = benutzt. 


n? 


zu es wurde (© 


nn 


mit B, =" pp und = 


nn 


<P,H' = x ch C„ ®,,, [A y(f) r y* (— f)] 0, | 


=0 


(45) 
= [ch n Yn + + Ch-1 Ch V | 


Die in den Q enthaltenen Erwartungswerte sind: 


- 
y* = 1 (t) u, _(t) = zei (In -Pn-ı) 


sowie 


n+) 


[Hier wurde die Entwicklung (37) benutzt in Verbindung mit den Eigen- 
schaften der b-Operatoren: j 
Ova. firm=n 
Bin | bin Ovac 9, ’ 
0 sonst, 
Ovac = Vakuum-Zustand = Zustand, in dem kein Quellteilchen vorhanden 
ist]. Dann folgt: 


he (f+ he? 
» f(f) 0,>=—9 Ze Vw J 1 fe (f+ Pn Pn-1)t d3r = me V Of 


Gemäß (42) ist aber: 


demnach: 


FR) = | 


fic? 4 
Qn > (sr: V we *(£) Or g = (37 | (SK) p 


(46) 


(in der letzten Zeile wails von der Beziehung w_; = wy Gebrauch gemacht). 
Die Q sind also bemerkenswert einfach gebaut, was entscheidend fiir die weitere 


Réchnung ist. 


G.H 


Die 


Auf 


soll 


hal 


(43) 
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Insgesamt hat (40) jetzt die Form: 


W=W+ PAL: n+; a) + -¢, + 1B+ Vn Br]. 

(47) 
Beachten wir, daß entsprechend (42) p, = ®B— nt gilt, so ist die formale 
Identität des aus (47) entspringenden Variationsproblems mit dem in (26) 
niedergelegten völlig klar. Ohne Berücksichtigung des störenden Gliedes 


n2 02 = sind deshalb die Eigenwerte von (47) bez. Variation der c,,: N 
= h — ABR B* B 
de; 

Die zu y=0 gehörige ,,Eigenfunktion‘ ist (siehe oben): pani 


Auf die störungsmäßige Berücksichtigung des weggelassenen Gliedes ~ n? 


soll nicht nochmals eingegangen zu werden. 
Der tiefste Eigenwert aus (48), | 


wad, 7 
istnun noch zum Extremum bez. g zu machen. Dies führt nach dem bekannten 


Verfahren auf die Gleichung: 


B* B ABS [he \ 


A 


d.h. p(f) = 0, falls f+ &. Damit die Normierung $ SEE A = 1 einge- 
halten wird, muß einfach gelten: 


ott) = =| 


50 
|0 sonst. ) 

wg B ß g V =) ’ 
= a)" 2h c2 

n=0 n=0 . ni (rug-?7*)’ 2 V we (51) 
> Fh Gt, 

n=0 


Offensichtlich sind x und p die mittlere Zahl der Mesonen und der mittlere 
itn des ,,nackten“ Quellteilchens im Grundzustand. Die Energie dieses 
Grundzustandes (48a) wird aes 


nn = ‘ (52) 


3 
| = 
j 
(44) 
(45) 
| 
— 
| 
| 
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Wie man sieht, hängt W, noch von der Größe St, dem (durch % dividierten) die 
Impuls eines Mesons ab. Da wir diese Größe oben als Parameter eingeführt de 
hatten, müssen wir das Minimum von (52) auch noch bez. S ermitteln. Die hie 
dabei entstehende Gleichung ist leider nicht exakt lösbar, so daß wir uns im 
Augenblick auf folgende Überlegung beschränken wollen : ae 

In (51) ist die Relation 2 ü = 


enthalten. Diese führt auf ® und p zurück. ® hat wohldefinierten Sinn: Bs | ka 
ist der Impuls des ‚„‚angezogenen‘“‘ Quellteilchens (einschließlich Mesonwolke). For 
p ist jedoch im allgemeinen keine wohldefinierte Größe, so daß man Sim f 
allgemeinen aus (5la) nicht ermitteln kann. Im Spezialfall B = 0 ist aber 
klar, daß aus Symmetriegründen auch p = 0 sein muß. Dann liefert (51a) 
die beiden zugehörigen §-Werte : ber 


KR = 0 und R =e- co 


(e ein beliebiger Einheitsvektor). & = 0 liefert von beiden das kleinere W,, 
so daß wir in diesem Spezialfalle erhalten: gi 


g? hi? c2 BR : 
mit 
- m c? g? h? g? 
= Ch= h n= = OV 


W hat also eine recht übersichtliche Form erhalten: W, unterscheidet sich | "* 


von W, durch die Ruhenergie eines Mesons, multipliziert mit der mittleren Zahl 
der Mesonen, die die ,,Kleidung*: des Quellteilchens ausmachen. Diese Selbst- 
energie des Quellteilchens ist durchaus endlich, solange V endlich bleibt. Dies 
ist ein recht erfreuliches Resultat, dessen Wert allerdings dadurch erheblich 
herabgesetzt wird, daß nm > bleibt. Für V — co verschwindet also an- 
scheinend die Wechselwirkungsenergie. Dies gilt nicht nur im Falle ® = 0, 
sondern allgemein in diesem Paragraphen, denn die Wechselwirkung zwischen 
den beiden Feldern wird ja z. B. in (47) durch die Terme Pf, —ß* repräsen- 


tiert und diese sind 


yt 
Die Tatsache, daß W,— W, 4 finden wir aber auch im $1, wenn wir 
dort speziell die Quelldichte n(r) = setzen. D. h. wir denken uns die 


Quellmaterie der konstanten Menge g (f(t) d’r = g) gleichmäßig im Volu- 
men V verteilt. Bei wachsendem Volumen muß dann die Quelldichte immer 
kleiner werden. 

Der gleiche Sachverhalt liegt im $ 3 vor: dort sitzt 1 Quellteilchen in einem 
Zustand, der einer gleichmäßigen Verteilung der Dichte <y* y) über das ge 
samte Volumen V entspricht. Im Falle V — oo erstreckt sich also die Dichte 
auch bis ins Unendliche. Offenbar ist dies die Quelle des Übels, welches sich 


in dem Resultat (53) nm J äußert: Physikalisch vernünftig sind nur Quell 
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diehteverteilungen, die ganz im Endlichen liegen. Die Selbstenergie hängt 
dann nicht mehr von V ab, wenn alle Quellen im Inneren von V liegen und bei 
Veränderungen von V nicht mehr geändert werden. Hierauf soll in einer 
späteren Arbeit genauer eingegangen werden. 

Abschließend möge nur noch die Bemerkung Platz finden, daß im Forma- 
lismus der üblichen Störungstheorie 1. Näherung schwach gekoppelter Felder 
die Abhängigkeit der Selbstenergie vom Normierungsvolumen verschwindet, 
weil dort noch über den Impuls der (dort ,,virtuellen‘‘) Teilchen in der Meson- 
wolke summiert wird. Diese Summation beseitigt einerseits die V-Abhangig- 
keit, bringt aber andererseits die bekannte Divergenz herein. In unserem 
Formalismus dagegen muß & gemäß dem Variationsprinzip festgelegt werden, 
wodurch das Volumen stehen bleibt, aber keine Divergenz auftritt. 


Herrn Dr. Weber, Jena, danke ich für einige wertvolle Diskussions- 
bemerkungen. 


S. Tomonaga, Progr. Theor. Physik 2, 6 (1947). 
K. Watson u. F. Hart, Physic. Rev. 79, 918 (1950). Rn “teh. Sue 
P. T. Matthews u. A. Salam, Physic. Rev. 86, 715 (1952). 2 EUR, 
T. Lee u. D. Pines, Physic. ‚Rev. 92, 883 (1953). 

F. Harlow u. B. Jacobsohn, Physic. Rev. 98, 333 (1954). soe 
Z. Maki, M. Sato, S. Tomonaga, Progr. Theor. Physik 9, 607 (1953). 
T. Lee u. R. Christian, Physic. Rev. 94, 1760 (1954). 

R. J. Ridell u. B. D. Fried, Physic. Rev. 94, 1736 (1954). 


) Diese Übersicht umfaßt alle mir bisher bekanntgewordenen Veröffentlichungen, 
welche sich mit der Tomonagaschen Idethode befassen. 


> 


Jena, Theoretisch-Physikalisches Institut der Universität. 


Bei der Redaktion eingegangen am 27. September 194. ee 
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Zu Tomonagas Methode 
_ der Behandlung mittelstark gekoppelter Felder 
at Methodische Studien. II 


Es wird untersucht, welche Rolle Normierungsvolumen und Zustand 
des Quellenfeldes innerhalb der Tomonagaschen Methode spielen. Es 
zeigt sich, daß das Normierungsvolumen bei vernünftigen Fragestellungen 
keine wesentliche Bedeutung besitzt, daß aber der Zustand (z. B. die Impuls- 
 verteilung) des Quellenfeldes durchaus wesentlich in die Resultate (z.B. 
 Selbstenergie eines Quellteilchens) eingeht. 


§ 4. Der Einfluß der Struktur der Quelle auf ihre Selbstenergie!) 


Am Schluß des $3 von Teil I dieser Veröffentlichung!) war darauf hin- 
gewiesen worden, daß die störende Abhängigkeit der Selbstenergie (52) oder 
(53) vom Normierungsvolumen V offenbar auf eine Abhängigkeit der Selbst- 
energie von der Verteilung der Quellmaterie im Raume zurückzuführen ist. 
Dieser Eigenart der Tomonaga-Näherung soll jetzt nachgegangen werden. 
Wir schließen uns dabei eng an den dortigen $3 an, insbesondere sollen die 
dortigen Formeln (35) bis (43) übernommen werden. Lediglich ©, in (41) 
wird jetzt anders angesetzt: ©, soll nicht mehr einem Zustande des Quellen- 
feldes mit definiertem Impuls entsprechen, sondern als Wellenpaket angesehen 
werden: 

9, = Os. (54) 

9, soll dem Impuls Ap des Quellenfeldes entsprechen ; für die beliebigen 

Koeffizienten a„, gilt natürlich: Na} ,a,p = 1 und selbstverständlich: 


» 
(Oy, OF> = dy». Setzt man (willkürlich) fest: 
An+1,p = Gy p+R> (55) 
ing ae so folgt fiir die Erwartungswerte der Impulse der nackten Quellteilchen: 
ere 


Fee 1) Die § 1-3 sind in Teil I dieser Veröffentlichung zusammengefaßt; siehe G. Heber, 
Ann. Physik (6) 15, 157 (1954). 
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Dies aber ist die Relation zwischen p, und p, ,,, welche uns garantiert, daß in 
der Summe (41) nur Funktionen gleichen Gesamtimpulses auftreten. Wir ; 
werden also (55) beibehalten und den Index n bei a„, künftig fortlassen. : 
Unsere in (41) einzufiihrenden Hilbertraumvektoren lauten deshalb: 


= % Op; O1 = 9, = Zapına (56) 


Wir ermitteln zuerst den Erwartungswert der Kopplungsenergie, wl H' P). 7 
Dafür ist wesentlich der Erwartungswert: 


y* 0 = = p by, up, Up, Apına 9) r 
“ 


az uy, Up, +(n+1) 8 +n8- 
Pi, Ps 
Also wird 
fic? \t 1 
ft) 0.) = a( ) V = Ap, + (n+1) Ay, ei (f+),- Pi)t. 
2V ut Pi, Pe 


mit 


Das Matrixelement Q erhält also jetzt die Gestalt: 


(58) 


=-9> Va)? = 


(#7) p(t) F(t — 8) 
: 


mit F [—(£+ &)] = F* (£+ 8) und w_»= we. Nun muß noch die Ver- 
äuderung von (Hqu) beachtet werden. Offensichtlich ist: 


cho, O,, Han 9,)- 


=0 


Weiter gilt: 


| 

) oder 
elbst- 
n ist. 
rden. 
n die 
ellen- 
sehen 
(54) 
N 
bigen 
llich: 
chen : 

| 

aber, . 


Die ne Bas in (59) ist nichts anderes als die Energie ee neckalll 
Quellteilchens in dem Zustande n = 0; x:r schreiben künftig: 


3 3 


a Die zweite Summe aber ist der (durch # dividierte) Gesamtimpuls ®: 
p 


Ir, 


Der Erwartungswert W der Gesamtenergie H = H, + Hqu + H’ lautet 
demnach jetzt, in Abänderung von (47): 


oo — 


en 


(60) 


41 Ch % n + 1 + 1 c„V np’ 
ir (60) unterscheidet sich von (47) offenbar nur darin, ons an die Stelle von ß, ß* 
die Größen ß’, ß’* gemäß (58) und an die Stelle von ~ P? die Größe E, ge- 


treten sind. Deshalb kann man auch sofort die (48) entsprechende Lösung 


¥ 


des Variationsproblemes in 0. Näherung (sn? g* = 0) hinschreiben : 


W, = Wy + —* 88) _ =0,1,2,3,...). (6) 
Durch Variation von (61) ist nun noch das optimale g zu bestimmen. Wir 
beschränken uns dabei auf den Fall v = 0, sowie ® = 0. Durch Variation 


von Wy, = Wy + erhält man dann: 


ist der von der Nebenbedingung + p(t) = 1 La- 
grange-Parameter. Wie im § 1 führen wir statt (62) die Näherung 


p(t) = F(R — f) 


ein, wo K ein Normierungsfaktor sei. Dann wird: 
p=-g K*(5 7) 2 + 


(t+ 


F 
t 
Dieses Resultat enthält den Beweis für die obige Behauptung, daß bei 
fester Struktur des Wellenpaketes der Quelle die Gesamtenergie W, von V, 


> 
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dem willkürlichen Normierungsvolumen, unabhängig sei. Denn feste Struktur 
des > “ee heißt festes F. Bei festem F aber ist die Summe aus (63), 


1 ‚F*F (t + 8) bei genügend großem V von V unabhangig. Insbesondere ist 


1 


Abschließend soll noch genauer erläutert werden, was es mit der Be- 
hauptung, F sei bei fester Struktur des Wellenpaketes unabhängig von V, 
auf sich hat. Zu diesem Zwecke beschränken wir uns auf ein spezielles 
Wellenpaket: a, soll nur in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes 
im p-Raum vom Durchmesser L von Null verschieden sein, außerhalb 
dieses Gebietes identisch verschwinden. Dann wird natürlich F(h) = 
(60) Sa}: a-, für |h| >Z ebenfalls Null sein. Wegen der Normierung 


der a, ist F(0) = 1, während der Funktionsverlauf von F zwischen h = 0 


. B, BF und |h| = L von den a, im einzelnen abhängt?). Weil die a, immer normiert 3 

E sein allen und Z fest gedacht wird, bleibt diese Gestalt von F unabhängig 7 
Ky ge- von V erhalten. Vergrößerung von V bedeutet nur, daß die Zahl der erlaubten a 
sung Punkte im p- und f-Raum größer wird. Die fragliche Summe in (63) erhält 2 


dann mehr Glieder, was aber durch den Faktor V~! kompensiert wird. 
Der im $3 gemachte Ansatz für die ©, ist natürlich in obigen Formeln 


enthalten, wenn man a, = öy,,o setzt. Dies ist aber nicht vernünftig, weil i 

(61) dann, wie erläutert, die Quellverteilung von V abhängt. — Im Grenzfall Be: 
L + oound a, unabhängig von p erhält man übrigens F(h) = 1. Man könnte ag 

ww versuchen, die willkürliche Impulsverteilung des Quellenfeldes, a,, ebenfalls = 
jatiom durch Variation der Energie W, festzulegen. Hierauf soll in einer späteren Br 
Bi Arbeit eingegangen werden. a 
as. 2) Z. B. ist dann, wenn dp = const. für |p| < L/2 die Funktion F für h = |h| < L a 
(62) von der Gestalt: : 

e La- 
Jena, Theoretisch-Physikalisches Institut der Universität. 

(62a) Bei der Redaktion eingegangen am 13. Oktober 1954. 
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F 
Über einige des K upferoxyduls 
Von C. Fritzsche u 
che Tite ai 
Es wird gezeigt, daß bei zahlreichen älteren Leitfähigkeitsmessungen y 
nicht der Einfluß der Störstellenkonzentration, sondern der Einfluß der Sta- ai 
bilitätsgrenzen des Kupferoxr'uls festgestellt worden ist. Eine Anomalie is 
der Kapazität von Trockengleichrichtern, die vielleicht hiermit in Zusammen- d 
hang steht, wird näher beschrieben. 

Vor einiger Zeit wurde in einer Dissertation! ) darauf ER ‚daß man A 
verschiedene scheinbar einander widersprechende Ergebnisse von Leitfähig- - 


keitsmessungen am Kupferoxydul?)3) miteinander vereinbaren kann, wenn 
man bei thermischer Behandlung des Materials auf genaue Bestimmung der p 
Abkühlungsbedingungen achtet und streng unterscheidet, ob das Oxydul in 
das Stabilitätsgebiet des Oxydes geriet oder nicht. Da die Abkühlungsvor- “ 
gänge sowie das Verlassen des Stabilitätsgebietes des Kupferoxyduls eine 
praktische Bedeutung bei der Herstellung von Gleichrichtern haben, wurden 
diese Untersuchungen an anderer Stelle fortgesetzt. Die Ergebnisse stehen 
in so engem Zusammenhang mit einer zur Zeit erscheinenden Mitteilungsreihe 
über die Halbleitereigenschaften des Kupferoxyduls*), daß es nützlich er- fe 
scheint, sie trotz ihrer Unvollständigkeit schon jetzt zu veröffentlichen. 

Wir knüpfen an die VIII. Mitteilung der genannten Reihe an5). Das g 
Kupferoxydul ist bei den zur Rede stehenden Untersuchungen durch Oxyda- g 
tion von Flachkupfer an atmosphärischer Luft hergestellt worden. Dieses ni 
Material wurde bei 960° C und verschiedenen Sauerstoffdrucken getempert a 
und anschließend mehr oder weniger rasch auf Zimmertemperatur abgekühlt. 
Es ergab sich, daß die Leitfähigkeit der so behandelten Proben am Rande 
niedriger ist als in der Mitte. Diese Erscheinung kann durch die Störung des 
thermodynamischen Gleichgewichtes während der Abkühlung gedeutet 
werden. Auf Temperaturerniedrigung reagiert das Kupferoxydul mit einer 
Abgabe des Sauerstoffüberschusses, die infolge der raschen Abkühlung nur 
am Rande der Probe zur Auswirkung kommt. Hieraus ergibt sich nun eine 
Aussage über den Verlauf des Sauerstoffabbaues. Wenn nämlich auf die 


1) C. Fritzsche, Dissertation Halle 1951, Auszüge s. 5) u. °). 
2) E. Engelhard, Ann. Physik (5) 17, 501 (1933). 
3) G. Blankenburg, K. Kassel, Forsch. u. Fortschr. 26, 3. Sonderh. S. 33 (1960). 
4) Letzte (XI.) Mitteilung Ann. Physik (6) 14, 308 (1954). 

C. ‘Fritzsche, Ann. 14, 186 
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beschriebene Weise eine auf die Randzone des Materials beschränkte Inhomo- 
genität entsteht, so besagt das, daß die Diffusion der Störstellen im Innern 
langsamer vor sich geht als der Abbau des Sauerstoffes an der Oberfläche. 
Die Diffusion der Störstellen ist daher der geschwindigkeitsbestimmende 
Faktor bei der Anderung der Störstellenkonzentration, sofern sich diese in 
Form einer Reaktion mit der umgebenden Atmosphäre vollzieht. Dies ergibt 
sich aueh aus der Übereinstimmung zwischen der aus dem Anlaufvorgang 
und der aus der Anderung der Störstellenkonzentration bestimmten Diffu- a 
sionskonstanten ®); denn die Oxydationsgeschwindigkeit ist nach J. Bardeen, 
J. W. Brattain und W. Shockley’) durch die Diffusion von Kupferionen 
in Kupfer(1)-Oxyd bestimmt. Die Diffusionsgeschwindigkeit kann von der 
Stérstellenkonzentration abhängen. 

G. Blankenburg und O. Böttger?) haben zur Erklärung verschiedener 
Meßergebnisse die Tatsache herangezogen, daß die Geschwindigkeit, mit der 
sich die Störstellenkonzentration dem Druck und der Temperatur anpaßt, 
vom Drucke abhängig ist. Nach unseren Überlegungen ist es aber wohl nicht 
der Druck, sondern die Störstellenkonzentration selbst, die unmittelbar die 
Geschwindigkeit bestimmt und ihrerseits vom Drucke abhängt. Daher kann 
die Abhängigkeit der Reaktionsgeschwindigkeit „vom Druck‘ auch nicht die 
Ursache defür sein, daß eine bei hohem Drucke getemperte Probe nach der 
Bun Abkühlung eine geringere Leitfähigkeit hat als eine bei niedrigem Drucke ge- 
tfähig- temperte, wie es bisher angenomme wurde. Andererseits ist es eine Tatsache, 

daß die Kaltleitfähigkeit im Gegensatz zur Leitfähigkeit bei hohen Tem- 
peraturen in einem gewissen Druckbereich mit wachsendem Temperungs- 


wenn 
ng der 


dul t druck sinkt. Es ist daher die Frage aufzuwerfen, ob sich in den Leitfähigkeits- 
messungen bei tiefen Temperaturen überhaupt der Zusammenhang zwischen 


\gsvor- 

Is eine 
2. Experimentelle Ergebnisse 
gsreihe Die Frage nach der Bedeutung der Störstellenkonzentration konnte durch a 
ich er- folgende Versuchsreihe ziemlich deutlich entschieden werden: Es wurde die a 
n. Kaltleitfähigkeit nach voran- 
. Das gehender Sauerstofftemperung  {.; 250 

)xyda- gemessen, wie es in der Meß- > m 

Dieses reihe CF, der III. Mitteilung ~ Pd 850°C 

2mpert aus der in der Einleitung er- 4 7 

ekiihit. wähnten Reihe?) geschah, nur 950 Je 

Rande # wurde diesmal 4 Stunden bei |* ‘er ut 

ing des 950, 850 und 750° C getempert x Bu 
‚deutet und die Leitfähigkeit bei 25° C - Fe 
t einer gemessen. Das Ergebnis zeigt Er 
ng nur Abb. 1. Die Messungen bei x 2 7 0 logk, 

uf die | 9 H. Dünwald, C. Wagner, hängigkeit von Sauerstoffäruck einer voran. 


Z. physik. Chem. (B) 22, 212 (1933). T Ein Ri 
, gegangenenen Temperung. Ein Ring um den 
pa nnd H. 7 — Meßpunkt deutet an, daß die Probe nach der 
5 . Shockley, J. chem. T it CuO ii 
Physics 14, 714 (1949). emperung, mit CuO überzogen war 
®) G. Blankenburg, O. Böttger, Ann. Physik (6) 10, 241 (1962). 
®) G. Blankenburg, C. Fritzsche, G. Schubart, Ann. Physik (6) 10, 217 (1962). 


(1960). 
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950°C fügen sich in die Messungen der III. Mitteilung ein. Bei hohen 
und niedrigen Drucken ist die Temperaturabhängigkeit in Übereinstimmung 
mit Ergebnissen von F. Waibel). Man wird daher annehmen dürfen, 
daß Abb. 1 auch in den übrigen Gebieten die Verhältnisse richtig wieder- zu 
gibt. In Abb. 2 sind in einer Temperungsdruck-Temperaturebene die Grenzen bi 
des Stabilitätsgebietes des Cu,O sowie Linien gleichen Sauerstoffüber- 
schusses eingetragen, deren Lage man aus Angaben von H. Dünwald x 
und C. Wagner®) sowie C. Wagner und H. Hammen!!) abschätzen kann. sc 


CuO I, 
B 


> 


N | 


\ 
\ 


p 
‘9738 
Cu,0 b 
sc 
‘> - -5 di 
Ba Abb. 2. Linien gleichen Sauerstoffüber- Abb. 3. Linien gleicher Leitfähigkeit und K 
en: schußgehaltes im, Cu,O. y = Überschuß die Grenze der Stabilitätsgebiete des Cu,0 d 
in g-Atom O pro Mol Cu,O und des CuO 
Entwirft man nun, wie es in Abb. 3 geschehen ist, aus Abb. 1 Linien gleicher 8 


Kaltleitfähigkeit in ein Diagramm gemäß Abb. 2, so erkennt man, daß diese a 

Linien eher zur Grenze des Stabilitätsgebietes als zu den Linien gleichen e 
Sauerstoffüberschusses parallel laufen. Man kann also ohne Anderung der g 
Kaltleitfahigkeit die verschiedensten Sauerstoffüberschußgehalte einstellen. v 

$ Nähert man sich dagegen bei konstantem Sauerstoffüberschuß der v 
ae Grenze des Stabilitätsgebietes, so tritt ein rascher Anstieg der Kaltleitfähigkeit (3 
ie ein. Mit anderen Worten: In die Leitfähigkeitsmessungen an abgekühltem V 
= Material geht nicht der Sauerstoffüberschuß ein, sondern die Entfernung von h 
Ce der Grenze des Stabilitätsgebietes. Die Ursache dieser Erscheinung wird man 8 
vermutlich nur durch Strukturuntersuchungen finden können. Es müßte v 


auch noch festgestellt werden, ob nicht die Art der Materialherstellung, bei 
der man ja lange Zeit im Stabilitätsgebiet des CuO arbeitet, zu den eigenartigen 
Ergebnissen führt. In diesem Zusammenhang ist es vielleicht auch von In- 


m F. Waibel, Wiss. Veröff. Siemens-Konzern 10, 4, 65 (1931). 
u) C. Wagner, H. Hammen, Z. physik. Chem 


. (B) 40, 197 (1938). 
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teresse, daß C.A. Murison!2) bei Elektronenbeugungsuntersuchungen an 
Kupferoxyden, die zwischen 300 und 500° C in sauerstoffreicher Atmosphäre 


. 0. Über in 


hergestellt wurden, Diagramme erhielt, die weder dem CuO noch dem Cu,O 
zuzuordnen sind, während die chemische Analyse ein Gemisch beider Ver- 


bindungen nachwies. 


Vielleicht läßt sich mit dem Übergang vom Cu,O zum CuO auch eine Be- 
sonderheit der Kupferoxydul-Gleichrichter in Verbindung bringen. Die ver- 
schiedentlich beobachtete Erscheinung, daß die Kapazität solcher Gleich- 
riehter im Durchlaßgebeit oder schon bei kleinen Sperrspannungen ein Maxi- 
mum hat), tritt nämlich um so deutlicher in Erscheinung, je länger man die 


Platten nach der Oxydation bei 
500°C glüht, wobei sie sich ja tief 
im Stabilitätsgebiet des CuO be- 
finden. Bei Wegfall der Nach- 
glühung erhält man den völlig 
normalen,schon von W. Schott - 
ky") diskutierten Verlauf. Abb. 4 
zeigt die Abhängigkeit 1/C? von 
der Spannung U bei verschiedenen 
Nachglühzeiten (C = Kapazität 
pro Flächeneinheit). Die Oxy- 
dation erfolgte in 12 Minuten 
bei 1000° C, die Nachglühung 
sofort anschließend bei 500° C. 
Danach wurden die Platten in 
Wasser abgeschreckt. Wegfall der 
Nachglühung bedeutet hier, daß 
die Platten nach der Oxydation 


1 


Abb. 4. Kapazität von Kupferoxydulgleich- 
richtern in Abhängigkeit von der Spannung. 
Die an die Kurven geschriebenen Ziffern geben 
die Nackglühzeit in Minuten an 


in etwa einer Minute auf 500°C abgekühlt und dann abgeschreckt wurden. 
Man sieht in Abb. 4 deutlich den Wechsel von der-konvexen zur konkaven 
Kurvenform. Bei den meisten Gleichrichtern mit langer Nachglühzeit ließ sich 
die Kapazität in DurchlaBrichtung kaum noch messen. 

Interessant sind auch die aus den Kapazitätsmessungen bestimmten Stör- 
stellenkonzentrationen außerhalb der chemischen Sperrschicht. Wir fanden 
an 60 Minuten nachgeglühten Platten im Mittel 2,8 - 10 Störstellen pro 
em?, bei nicht nachgeglühten dagegen 3,7 - 10'5. Sicher ist der zweite Wert 
größer, weil die Abkühlung von 1000 auf 500° C in diesem Falle zu schnell 
vor sich ging, als daß ein thermodynamisches Gleichgewicht hätte erreicht 
werden können. Wesentlich ist, daß Gleichrichter mit langer Nachglühung 
(also geringer Störstellenkonzentration) stets Oxydulschichten mit geringem 
Widerstand haben. Diese Erscheinung dürfte mit der in Abb. 1 gezeigten Ab- 
hängigkeit der Leitfähigkeit von der Temperungstemperatur in nahem Zu- 
sammenhange stehen. Wir erhoffen uns von weiteren -Kapazitätsmessungen 
wiehtige Ergänzungen zu den Leitfähigkeitsmessungen. 


12) C. A. Murison, Philos. Mag. (VII) 17, 96 (1934). 
13) Vgl. die Diskussion zum Referat v. F. Rose, Forsch. u. Fortschr. 26, 3. Sonderheft, 


20 (1950). 


Bei der Red 


Ww. Schottky, Z. Physik 118, 539 (1942). 
Coswig, Bez. Dresden, VEB Elektrowärme Sörnewitz. 
aktion eingegangen am 3. Mai 1954. 
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Klassische Bewegung der Nukleonen im Skalarfeld mit 
Von G.Szamosi und 6. Marz hall 
Mit 1 Abbildung # it 
$5 ty Hie 
Inhaltsiibersicht qd 
Die Arbeit beschaftigt sich mit der klassischen Bewegung des punktférmigen Fel 
Nukleons in einem skalaren Mesonenfeld. Im statischen Feld kann die Be- ace 


wegung exakterweise behandeln. Die Ergebnisse stimmen mit denjenigen 
von Werle überein, nach welchen in einem rein anzielienden Feld (z. B. im 
Yukawa-Feld) auch eine Abstoßwechselwirkung auftritt, wenn die potentielle 
Energie im Absolutwert größer wird, als die Ruhenergie. So kann man darauf Da 


schließen, daß um das Nukleon eine Abstoßkugel vorhanden ist, deren Radius Nu 

ungefähr mit der Compton-Wellenlänge desjenigen übereinstimmt. Die 

genauere Untersuchung des raumzeitlichen Verlaufes der Bewegung zeigt, 

daß das Teilchen mit Lichtgeschwindigkeit am Rand der Abstoßkugel durch- wo 

läuft. de: 
Nc 
da! 


Es ist eine allgemeine akzeptierte Anschauung, daß die relativistischen 
Effekte in den im Atomkern herrschenden Verhältnissen keine zu große 
Rolle spielen. Diese Anschauung wird durch die Tatsache unterstützt, daß # sei 
die sich aus der quantenmechanischen kinetischen Energie ergebenden Ge- Nu 
schwindigkeitswerte und die Bindungsenergien in allgemeinen um eine Größen- 
ordnung kleiner sind als die Lichtgeschwindigkeit, bzw. als die Ruhenergie des 
Nukleons. Bei der Wechselwirkung der Nukleonen müssen also in erster U; 
Linie die quantentheoretisch-relativistischen Effekte (Spin, Invarianzeigen- 
schaften, usw.) berücksichtigt werden. Ins einzelne gehende Aussagen über 
diese Frage können wir jedoch erst dann machen, wenn wir die genaue klassisch- 
relativistische Bewegung der Nukleonen im Kernkräftefeld untersuchen. 
Diese Aufgabe läßt sich jedoch nicht so leicht lösen, schon deswegen nicht, 

da gemäß unseres heutigen Wissens das Mesonenfeld ein pseudo-skalares 
Feld ist, dem kein einfaches klassisches Modell entspricht. 


Es lohnt sich jedoch, die klassische Bewegung der Nukleonen im Skalar- 
feld zu untersuchen. Man kann mit großer Wahrscheinlichkeit annehmen, daß 


Wi 
ein Teil der so erhaltenen Ergebnisse auch im Pseudo-Skalarfeld auftritt. 
Wir werden sehen, daß die genaue Rechnung zu überraschenden Ergebnissen ve 
führt, die in gewissen Fällen mit der erwähnten Anschauung, daß nämlich die ® 
relativistischen Effekte im Atomkern nur eine kleine Rolle spielen, im Wider- (2 


spruch stehen. Es ist eine auf jeden Fall überraschende Tatsache, daß diese 
vielleicht einfachste Form der klassischen relativistischen Bewegung noch nicht 
genau untermscht worden ist. Auch näherungsweise wre erst in der aller- 
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letzten Zeit von Werle!)interessante Ergebnisse erhalten. Unsere Rechnungen 
bestätigen das Ergebnis Werles, nach dem auch im (anziehenden) skalaren 
Feld aus relativistischen Gründen zwischen den Nukleonen eine Abstoßung 
von kleiner Reichweite auftritt. (Bekannterweise erwies sich die phänome- 
nologische Annahme der Abstoßung auch für die Erklärung der Streuversuche 
mit großer Energie als notwendig?). 

Wir gehen von dem skalaren Mesonenfeld aus, welches wir der Einfachheit 
halber als ungeladen voraussetzen. Die Feldgleichung ist dann: 


Hier ist u der reziproke Wert der Compton-Wellenlänge des 2-Mesons, 
gdie Nukleonenladung und o die Zahlendichte der Quellen. Die in diesem 
Feld wirkende Kraftdichte wird durch die Divergenz des Energie-Impuls- 
tensors 7',, gegeben: 


y= 1,2, 3,4. 


Danach läßt sich die klassische Bewegungsgleichung der punktförmigen 


Nukleonen in der folgenden Form schreiben: 


“= y = 1, 2, 3, (1) 
dt ox, 
wo® = gy, my, die Ruhmasse, u, die Vierergeschwindigkeit, t die Eigenzeit 
der Teilchen und x, =ict bedeuten. Es ist leicht einzusehen — worauf | 


Novobätzky°) hinwies — daß (1) bei konstanter Masse nicht gelten kann, 
daß vielmehr 

my = + 3 
sein muß. Dies ist eine Folge davon, daß die Viererarbeit i im Eknleriell nicht 
Null ist. (1) wird also 
u,=— . (2) 
Um die Gleichung übersichtlicher zu machen, führen wir statt der Eigenzeit t 


die Koordinatenzeit tein. Wir erhalten aus (2) für die Wertev=1,2,3 nach 
einfacher Rechnung die Bewegungsgleichungen : 


3 
wo 7, = dr,/dt und ry = N ri (= v2). Wir nehmen an, daß ® nur von der 
vom Kraftzentrum berechneten Entfernung r abhängt und mit wachsendem r, 
® (oo) = 0 wächst, so daß also eine reine Anziehungskraft vorhanden ist. 
(Z. B. ist @(r) = — g? e-¥#"/r.) Im folgenden wollen wir der Einfachheit und 


1) J. Werle, Bull. Acad. Pol. III. 1, 281 (1953). 
2) R. Jastrow, Physic. Rev. 81, 165 (1951). 


*) K.P. Ann. Physik (6) 
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der kasapkgeikallschen Anwendung halber auch voraussetzen, daß ® von der 
Zeit nicht explizit abhängt (konservatives Feld). Die vierte Gleichung in 
(2) gibt dann einfach: 
| 


Wenn man dies beriicksichtigt, kann man die Bewegungsgleichungen nach der 
Elimination der Geschwindigkeit in der Form 
1 

mr = grad (© (4) 


schreiben. Wenn die Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens im Unendlichen 
U = 0 ist, also E = m,c*, läßt sich die exakte relativistische Bewegung 
gleichung folgendermaßen schreiben : ; 


= — grad W 6) 


(5) hat eine völlig klassische dreidimensionale Gestalt, nur hier statt des 
Potentials ® das von Werle!) mit Hilfe einer Hamilton-Jacobi -Methode 
in nicht-relativistischer Näherung gefundene ‚‚äquivalente Potential‘ W steht, 
welches also vollständig seinen Namen verdient. Man sieht, daß das zweite 
Glied in W einer Abstoßwechselwirkung kleiner Reichweite entspricht. Auch 
wenn v, + 0. kann die relativistische Bewegungsgleichung mit Hilfe des 
Mz c?\2 
E 

Wir wollen nun die durch (4) beschriebene Bewegung genauer untersuchen. 
Aus (4) kann man vor allem ablesen, daß die Beschleunigung r in dem durch die 
Gleichung 


„Pseudopotentials“ W’ = W in der.Form (5) geschrieben werden. 


® (r,) = — ec? (6) 
(Der Wert von 


2 

r, ist unabhängig von den Anfangsbedingungen.) Weiterhin, wenn ® <—my 
wird, wechselt die Beschleunigung ihr Vorzeichen. Durch einfache Integration 
oder durch die Umformung der Energiegleichung (3) ergibt sich leicht für die 


Geschwindigkeit: 


(7) 

Man sieht sofort, daß in dem durch (6) gegebenen Punkt r,, rj = c? wird, 
die Geschwindigkeit also die Lichtgeschwindigkeit erreicht. Es ist also ver- 
ständlich, warum hier die Beschleunigung Null ist. Aus (7) folgt, daß in dem 
durch die Gleichung 


bestimmten Punkt r, Null wird, das heißt für W = — 


2 
vale 
2 1—v§/c? 


W = — 


bestimmten Punkt r, die Geschwindigkeit Null wird. (Im Fall v, = 0 bestimmt 
® (r,) = — 2 m, c? den Wert von ry.) Zur Beschreibung der Bewegung gehört 
noch folgendes: Im Gebiet r <r, hat die Beschleunigung ein entgegen- 
gesetztes Vorzeichen, als im Gebiet r > r,, deswegen wechselt das Teilchen im 
Punkt r,seine Bewegungsrichtung, erreicht wiederum die Lichtgeschwindigkeit 
Aus der Totsache, daß die 
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des Teilchens die Lichtgeschwindigkeit erreicht, ergeben sich keinerlei para- 
doxe Folgerungen, da ja die Energie endlich bleibt. Die folgende Skizze ver- 
ansehaulicht die Anderung der dynamischen Größen im Verlauf der Bewegung: 
Aus der Zeichnung geht klar hervor, wie die Abstoßung zustande kommt. 
Die Abstoßung wird in der Tat durch relativistische Gründe verursacht, und 
nicht durch die Annahme irgendeiner 
kurzreichweitigen AbstoBungskraft. Die 
genaue relativistische Rechnung zeigt 
nämlich, daß der Minimalabstand zwi- 
sehen einfallendem Nukleon und dem im 
Koordinatennullpunkt gedachten Kraft- 
zentrum niemals kleiner sein kann als 
1. Es existiert stets eine wirkliche Ab- 
stoßkugel, deren Radius natürlich von 
dem Kopplungsparameter zwischen 
Mesonenfeld und Nukleon abhangt. Es Abb. 1. Die Geschwin- 
ist bemerkenswert, daß die genaue digkeit und des Potentials bei radialer == 
quantenmechanische Berücksichtigung Bewegung des Nukleons 
dieser relativistischen Effekte auch 
ohne die relativistische Wellengleichung möglich ist, nur muß man ein- 
fach das gewöhnliche Potential durch das äquivalente Potential ersetzen. 
[Es ist auch bemerkenswert, daß die Energie im Gebiet ry <r <r, wo = 
also B < — mg c? ist, nur dann eine Konstante der Bewegung ist, wenn auch 
(1—- sein Vorzeichen wechselt. Diese Tatsache kann bezüglich der 
Kigenzeit zu scheinbar paradoxen Folgerungen führen. Wir wollen uns jedoch ER 
im Rahmen dieses kurzen Berichtes nicht mit dieser Frage beschäftigen.] N : 
Die mitgeteilten Ergebnisse und der charakteristische Verlaufder Bewegung 
stehen in unmittelbarem Zusammenhang damit, daB die Ruhmasse im Skalar- 
feld nicht konstant ist. In jedem Feld, in dem die Viererarbeit nicht ver- — 
schwindet, treten wahrscheinlich analoge Effekte zu den hier skizzierten auf. i 
Die detaillierten Rechnungen und einige Anwendungen werden in der Acta — 


Physica Hungarica erscheinen. iio 


Budapest, Institut für Physik der Roland-Eötvös-Universität. ae 


Bei der Redaktion am 3. ‚Juli 1954. 
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Uber eine Approximation 


Für « 
entw 


der erm ischen Verteilungsfunktion 


\ Von T. Tietz EX 


Inhaltsübersicht 


Nach einem Vorschlag von Brinkmann wird durch eine etwas ab. # pie 
geänderte Methode die Sommerfeldsche Funktion neu berechnet und in § Giiec 


einer Tabelle dargestellt. nen. 


Es ist bekannt, daß manche Probleme der Quantenmechanik sich mit 
Hilfe der Thomas-Fermi-Methode!) lösen lassen. Dabei tritt eine charak- § hat 
teristische Funktion y(x) auf, welche die Verteilung eines entarteten Elek- § setzt 
tronengases darzustellen erlaubt. Die Funktion y(x) genügt folgender D.-Gl. f geset 


y" y 2 = (1) 
Bei der Behandlung einer Aufgabe mittels der Thomas-Fermi-Methode # und 
stößt man meistens auf die Schwierigkeit, daß man die Lösung der D.-Gl. (1) 
in geschlossener Form nicht hat, oder die Näherungsfunktionen, die sich in ge- 
schlossener Form darstellen lassen, nicht einfach und handlich sind. Von 
diesen Näherungsfunktionen wird man verlangen, daß sie die D.-Gl. (1) mög. § ° | 
lichst gut erfüllen, weiter einfach und handlich sind. Sommerfeld?) hat § 7% 
eine Approximation der Funktion y(x) für große x durch eine analytisches 
Verfahren gefunden; sie lautet De 
Unt 
Ys0(2) = (1 + (7) (3) 
Die Sommer feldsche Funktion ys, (2) stimmt mit der von Fermi auf numeri- 
schem Wege berechneten Lösung yp, (x) für große z(z > 1) sehr gut überein. {0 
Für kleinere z, d.h. für kleinere x (dem Wert z = 1 entspricht x = 5,25) lan, 


wird aber die Abweichung der ys,(2) von yye(x) ziemlich groß. Zuletzt hat 


1) L. H. Thomas, Proc. Cambridge philos. Soc. 23 (1926); E. Fermi, Rend. Accad. 
Lincei 6, 602 (1927); P. Gombas, Die statistische Theorie des Atoms. Springer, Wien 
1949. 

*) A. Sommerfeld, Rend. Accad. Lincei 6, 15, 788 (1932). 


Br 
| 
Ja 
u 
und 
7 
ih 
' 
> 


March?) die Sommerfeldsche Funktion ys, (x) ein wenig verbessert (4%), 
die verbesserte Funktion yy, (x) laute 


1 x 


ER 
5 Für die U mgebung des Nullpunktes gilt mit großer Genauigkeit die ha 
entwicklung von Baker‘) 


Bath + +, Bah 
(6) 
2 
+ 


as ab- § Die Konstante B = 1,5886. Bei Berücksichtigung aller oben angeführten 
und in # Glieder kann man die Funktion yg, noch bis x = 0,5 mit drei Dezimalen berech- 
nen. Auf numerischem Wege ist die Funktion y(x) von Fermi und von Busch 
und Caldwell®) berechnet worden, so daß eine gute Tabelle vorliegt. In 
neuester Zeit hat Brinkman*) eine neue Approximation der Funktion gal 
Elektronenverteilung in einem Atome ganz einfach abgeleitet. Brinkman 

harak- # hat beobachtet, daß yz: y sich wenig in dem Intervalle (0, co) ändert, er 


Elek- § setzt für x - y = &; b= 0,8 ein. Wenn Vx:y y = 6 in der D.-Gl. (1) ein- 


D.-Gl. # gesetzt wird, so wird (1) linear und hat dann folgende Lösung Sr 3 

K, ist die modifizierte Besselfunktion der zweiten Ordnung. Die Brink- “2 a 
mansche Approximation yg-(x) gibt gute Werte, aber sie ist nicht einfach a 

und handlich für die praktischen Anwendungen. Im folgenden wird eine neue _ 7 


(2) # Approximation für die Funktion y(x) gegeben. Wir verwenden die Brinkman - 
sche Bemerkung , daß Vy-2 x sich in dem Intervalle (0, 00) . ändert 


Gl. (1) a? 
Von 
| mög. | wo a eine Konstante ist. die wir noch zu bestimmen haben. Wir eliminieren 

2) hat § 7 4us (1) mittels (8) und bekommen, statt (1) folgende nichtlineare D.-Gl. : 
‘isches 


y 
(3) Unmittelbar ist zu ersehen, daB 
on ~ 
erein. I “ne Lösung der D.-Gl. (9) ist und die geforderten Randbedingungen y(0) = 


5,95) y(co) = 0 erfüllt. Es bleibt noch die Konstante a zu bestimmen. Wir ver- 
1 langen nach Coulson und March’), daß die radiale Impuls-Distribution- 


it hat 
) H. March, Proc. Cambridge philos. Soc. 46, 356 (1950). 
E. Baker, Physic. Rev. 2, 36, 630 (1930). 
Wien V. Buch u. S. H. Caldwell, ’ Physic. Rev. 38, 1896 (1931) 


*) H. Brinkman, XX, 44 (1954). 
) C. A. Coulson u. H. N. March, Proc. physic. Soc. (A) 68, 367 (1950), 


4 
T. Tietz: Über eine Approximation der Fermischen Verteilungsfunktion 
4 
= 
2 
= 
: 


Funktion /,(P) normalisiert sein soll, also muß /,(P) folgende Bedingung 
e 


J I,(P) dP = 1. 


Die RR (11) gibt uns für aden Wert a = (—) oe. %, 860. Wenn wir uns 
für die Funktion auf zwei oder drei Dezimale beschränken, so zeigt uns die 
folgende Tabelle, wie unsere Approximation verläuft. = 


Tabelle 1 
Ypa Yer | Yr | 
0,05 0,97 0,97 0,99 
0,1 0,88 0,89 0,90 
0,2 0,79 0,79 0,81 
0,3 0,74 0,71 0,74 
0,5 0,68 0,59 0,62 
1,0 — 0,42 0,42 - 
40 | — 0,109 0,108 — 
5,0 | _ 0,0783 0,0735 0,072 
10,0 —_ 0,0207 0,0242 0,0228 
20,0 u | 0,0027 0,0072 0,0056 
40,0 | 0,00190 0,00108 | 
100 — 0.000859 0000168 


Unsere Approximation (10) ist einfach und handlich, was fiir die praktischen 
Anwendungen besonders wichtig ist. Außerdem zeigt die oben angeführte 
Tabelle, daß sie für nicht allzu große x die D.-Gl. (1) ziemlich gut erfüllt und 
weiter genügt unsere Funktion der Bedingung (11). 


Torun (Poland), Nicolas Copernicus Universität. 


Bei der Redaktion eingegangen am 10. September 1954. 
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Die Pendelvervielfachung von Sekundärelektronen 


a SEHR Von K. Krebs und H. Meerbach!) 


Mit 14 Abbildungen 


Inhaltsübersicht 


Für die Farnsworthsche Pendelvervielfachung von Sekundärelektronen BT. 

in hoehfrequenten Feldern wird eine kinematische Theorie entwickelt, die es a n 
gestattet, die Existenzbedingungen der Pendelvervielfachung in Abhängig- _ 
keit verschiedener Parameter (Frequenz, Feldlänge, HF-Amplitude) anzu- 
geben. Insbesondere ermöglicht die Einführung einer durch Frequenz und 
Feldlänge gegebenen Bezugsgröße (von der Dimension einer Spannung), eine — 
übersichtliche, allgemeingültige Beziehung für die .Einsatz- und Aussetz- _ ae 
spannung aufzustellen. — Im experimentellen Teil wird die Einsatzspannung sts 
der Pendelvervielfachung in Abhängigkeit von der Feldlänge gemessen und — 
mit der Bereehnung verglichen. Es wird in den wesentlichen Zügen Uberein- 
stimmung festgestellt ; die quantitativen Abweichungen können durch Einfluß 
der Feldbegrenzung und einer nachgewiesenen negativen Wandaufladung er- _ 
klärt werden. — Mit den Messungen anderer Autoren EN. sich a. Über- 
einstimmung. 


I. Theorie 
a) Einleitung 


Hatch und Williams?) teilten kürzlich Untersuchungen über die Zünd- 3 
spannung von Hochfrequenzgasentladungen mit und erklärten ihre Ergebnisse ri 
im wesentlichen mit der von Farnsworth?) erstmalig angegebenen Pendel- . 
vervielfachung von Sekundärelektronen (von ihnen „secondary electron © 
resonance mechanism“ genannt). Sie benutzen dazu eine von Gill und | 
v. Engel) angegebene Theorie, die aber nicht ohne gewisse ad hoc- Annahmen 
auskommt5). Wegen der Bedeutung, die die Pendelvervielfachung von 
Sekundärelektronen für manche Probleme der Höchstfrequenztechnik zu 
haben scheint, soll im folgenden eine exakte, andere Theorie entwickelt 
werden, die auch ohne Hilfe von Zusatzannahmen die Ergebnisse 3 
Hatch und Williams sehr gut erklärt und auch sonst den Erscheinungs- 


!) Letztgenannter möchte auch an dieser Stelle dem Battelle-Memorial-Institut für 

Deutschland, Frankfurt/M. für ein einjähriges Stipendium seinen Dank aussprechen. 

*) A. J. Hatch u. H. B. Williams, J. “7 Physics 25, 417 (1954). He 

*) P. T. Farnsworth, J. Franklin Inst. 2 , 411 (1984). 

4) B. Gill u. A. v. Engel, Proc. Roy. Soc. (London) 192, 446 (1948). 

°) So wird angenommen, daß daha und Startgeschwindigkeit der Sekundär- 
elektronen allgemein in einem festen, konstanten Verhältnis (k) zueinander stehen, ~~ 
Annahme, die physikalisch nicht zu ER ist. 
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komplex leicht zu übersehen gestattet. Sie wurde bereits in einer früheren 
Meee Arbeit®) benutzt, um die in Laufzeitröhren beobachteten — vorher uner- 
klärlichen — Leistungsminderungen zu deuten und war dabei naturgemäß 
auf das gerade vorliegende, röhrentechnische Problem zugeschnitten. Für das 
folgende erwies es sich jedoch als nötig, die rechnerische Form der Theorie 
neu zu fassen. Einige Wiederholungen im 

= Anfang des theoretischen Teils sind dabei 

conn un im Interesse eines leichteren Verständ- 


e nisses nicht zu vermeiden. 
Pe Die Fragestellung ist folgende: Ein 
2) hochfrequentes (homogenes) elektrisches 
Feld E sei von 2 Platten begrenzt, deren 
Sekundiremissionsvermégen 6 (= Zahl 
a der ausgelösten: Zahl der auftreffenden 
Pr. en Elektronen) größer als 1 ist. Werden von 
x einem — irgendwie bereits vorhandenen — 


Abb. 1. Elektronenbahnen im HF- Elektron an der einen Platte Sekundär- 
Wechselfeld, schematisch elektronen ausgelöst (Abb. 1), so können 
diese Sekundärelektronen auf die gegen- 
über liegende Platte treffen.’ Unter gewissen Bedingungen, die zwischen der 
Amplitude U,, der Kreisfrequenz w, der Feldlänge a und dem Phasenzeitpunkt 
des Auftreffens bestehen müssen, kann sich dieser Vorgang so wiederholen, 
daß die Zahl der Sekundärelektronen lawinenartig bis zu einem durch Ver- 
luste bedingten Grenzwert anwächst. Diese Bedingungen sollen rechnerisch 
erfaßt werden. 


b) Bestimmung der Ankunftsphasen und der wirksamen Bereiche 
Als erstes werde von einem zur Zeit t, startenden Elektron die Zeit t, 
der Ankunft auf der Gegenplatte ermittelt (wobei statt t, t4 im folgenden 
immer die zugehörigen Phasen 9, = wt), 94 = wt, benutzt werden). 


a= | dt = | dp m Po + =) (Ps Po) 


ai 
6) K. Krebs, Z. angew. Physik 2, 400 (1950). ] ge 


Py 
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Darin bedeuten e, m Ladung und Masse des Elektrons und », die Austritts- 
hwindigkeiten der ausgelösten Sekundärelektronen’). Durch Einführen 


der Voltgeschwindig s 


ler Abkürzungen AR 


Uy 


= 


sr ars) NN N 
Y 
Y 
-4 


fi 


\ 
IT 21 SSL 
2m 016 4 m: 
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Abb. 2. Ankunfts- und Rückkehrphasen (p,, Pz) für y = 0, Parameter B*) ny 


?) Die Berücksichtigung der Geschwindigkeitsverteilung der Sekundärelektronen 
würde das Problem überaus komplizieren. Wir setzen deshalb nur einen bestimmten Ge- 
schwindigkeitswert voraus, worunter man einen mittleren oder häufigsten Wert verstehen 
möge. — Die Einführung von v, bzw. U, ist die eigentliche Erweiterung gegenüber den 
ersten Ansätzen von Henneberg, Orthuber und Steudel®), die v, = 0 gesetzt haben. 

®) W. Henneberg, R. Orthuber u. E. Steudel, 2. techn. Physik 17, 115 (1936). 

*) Die nicht glatten Werte von f, auch in den weiteren Abbildungen, begründen 
sich dadurch, daß Zeichnungen aus einer früheren Arb2it benutzt wurden, um die recht 
umständliche Neubevechnung der Kurven zu ersparen. 

14* 
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- Anfi 
erhält man aus (3): des 
1= (8 * COS 9 + y2 y) (94 — Po) — B (sin 94 — sin Yp)- ] 

Der durch (8) gegebene Zusammenhang 9, = /(%) wurde für verschiedene eing 
Parameter ß und y nach einem ähnlichen graphischen Verfahren wie in 9) Biel 
bestimmt. Es sei zunächst der in Abb. 2 dargestellte Fall y = 0 (Vernach- mel 
lässigung der Anstrittsgeschwindigkeit) betrachtet. ding 


Durch die Einführung der Bezugsgröße U* = m w? a?/e (von der Dimen- | te 
sion einer ist die Abbildung für alle a Frequenzen! | ber 


dem 
2m c2 2 
U* _4s (=) = 2,020 - 107 (3 ary, | blei 
e A | 
bzw. (9) lehr 
9 2 . . di 
== ™ (ay)? = 2,244 : 102 (av)? Volt (ain em, yin MHz). | 
Die Abbildung zeigt, daß Lösungen fiir p, auch im Bereich 9, = — = bis 0 > 


existieren (obwohl das Feld hierbei einen Elektronenaustritt verhindern sollte) | gefi 
und daß die Lösungen für @, teilweise — in den wellenförmig aufwärts laufenden f deu 
Teilen der Kurven — mehrdeutig sind. Dies liegt an der stillschweigenden 
Voraussetzung, daß das Feld sich auch hinter den Elektroden beliebig weit f troy 
fortsetzt und daß diese selbst wie ideale Gitter für Elektronen durchlässig sind. - , 
Die mehrdeutigen Lösungen für p, bedeuten dann physikalisch eine Pendelung f Sek 
der Elektronen um die gegenüberliegende Elektrode (Fall a in Abb. 1). Die | folg 
zwischen 9, = — 2/2 und 0 startenden Elektronen werden unter den ge- | Sta 
nannten Voraussetzungen zunächst negativ beschleunigt und erreichen die | zeie 
Gegenelektrode erst nach nochmaligem Passieren der Ausgangselektrode | troy 
(bin Abb. 1). Die Bedingungen dafür, daß ein Elektron die Gegenelektrode 
wirklich erreicht, läßt sich analytisch, wenn die Phase einer solchen (fiktiven) 
Rückkehr zur Ausgangselektrode mit mp bezeichnet wird, so formulieren: 
entweder: 9,4 reell, pp nicht reell | (10) 
oder : für 4, Pr reell: > Pa- | 
Für eine allgemeine Behandlung des Problems ist es also nötig, auch gp als 
Funktion der verschiedenen Parameter zu bestimmen. Dazu ist nur auf der 
rechten Seite von Gl. (3) 9, durch mp und auf derlinken a durch 0 zu ersetzen, 
Dies führt zum Ausdruck 


2y 
(cos ya — sin gr = (cos + ) — sin Po: (11) 
Das ganze, teils graphisch, teils analytisch ermittelte Lésungssystem ist mit 


V2y/B als Parameter in Abb. 3 dargestellt. Die Abbildung zeigt, daß für 
gewisse Parameter die Lösung nur noch aus einem singulärem Punkt besteht. 


So existieren für Parameterwerte Y2y/ß >1, 26 "überhaupt keine Lösungen 


ist also keine Elektronenrückkehr mehr möglich. Qualitativ folgt dies auch 2 


aus | der Anschauung: Bei Verkleinerung der TREIUENOREEN muß die 
: 
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Anfangsgeschwindigkeit des ausgelösten Elektrons sich immer mehr geltend 
machen, durch die es ja stets einmal auf die Gegenseite gelangt. 
Die in Abb. 3 für y = 0 enthaltenen Kurven sind in Abb. 2 


193 


gestrichelt mit 


eingetragen. Das Ausscheiden des Bereiches von 9, = — x bis 0 für einen 


Elektronenübergang folgtnun- 
mehr unmittelbar aus Be- 
dingung (10). — Die obere 
Grenze des wirksamen Start- 
bereichs ist ebenfalls durch 
den 99 Wert gegeben, bis zu 
dem 9, <Yr bzw. op, reell 
bleibt, also, wie die Abb. 2 
lehrt, im allgemeinen durch 
die Umkehrpunkte der @,- 
Kurven, für 8 < 0,5, durch 
%= 2/2. Jedoch ist diese 
Grenze, wie weiter unten aus- 
geführt wird, nicht von Be- 
deutung. 

Die Ankunft des Elek- 


an 
4 
| 
-20 -7 
2 2 


Abb. 3. Rückkehrphasen 9, für verschiedene Para- 


trons auf der Gegenelektrode meter 

— die mit der Auslésung der 

Sekundärelektronen verbunden ist — muß nun in einem Zeitpunkt er- 
folgen, der — von der Gegenseite aus gesehen — in einem „wirksamen 


Startbereich‘‘ liegt. Dabei ist zu beachten, daß letzterer, er sei mit By, be- 
zeichnet, gegenüber dem wirksamen Startbereich B, der auslösenden Elek- 


tronen eine Phasenverschiebung von x (oder 3 x, 5. usw.) haben muß. 


Es ist 


Bı=B,tnn 


LLLLK 


% 


Abb. 4, Pus wirksame Bereiche für = 0,32, y 


= 0,0064, sowie Prinsip der oo. 


se 
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Die Grenzen von B, sind demnach gegeben durch den” Schnittpunkt der 
B,-Grenzen mit den Geraden 9=9,+ nr. In der Abb. 2 sind die (für 
ß < 0,5) unwirksamen Bereiche durch grobe Schraffur kenntlich gemacht, 
so daß die für den Vervielfachungsprozeß wirksamen Bereiche sich durch die # zub) 
freigebliebenen Flächen herausheben. Elel 
Als Beispiel für einen Fall y + Oistin Abb. 4 für 8 = 0,32 und y=6,4:1099 § als: 
9,4 und (pz dargestellt. Die untere Grenze des ‚„‚wirksamen‘ Startbereiches ist d 
jetzt, wie die Abbildung lehrt, nicht mehr durch 9, = 0, sondern auf Grund § Bet: 
von Bedingung (10) durch die kritische Startphase @,, gegeben, bei der die | chm 
Pr-Kurve ihren Umkehrpunkt P besitzt. Der wirksame Bereich beginnt also f folg 
hier bereits bei y= — 1. Dies bedeutet: Schon von 9, = — 1 an, also noch | mw 
während das Gegenfeld E = E, -sin g, besteht, kann ein Elektron der Aus. f läßt 
trittsenergie 6,4 - 10-* U* die Gegenelektrode erreichen, ohne zur Ausgangs- | wen 
elektrode zurückgezogen zu werden. Bei einem Start vor 9, = — 1 würdees | und 
> wieder zurückgezogen werden und (unter i 
2 37m 5 6 7 8 den oben erwähnten gedanklichen Voraus- 9 
| 


/ 
0 | setzungen) noch einmal um die Ausgang- 
x 7 elektrode pendeln, ehe es die Gegenseite 
- erreicht, was sich darin ausdrückt, daß 
er hier 2 Lösungen gp <_, existieren. (Falle f baw. 
4 ä in Abb. 1). — Für die obere Grenze gilt dem 
5 Fall y = 0 Entsprechendes. 
7 Die für die weitere Behandlung bedeut- f jin 
Abb. 5. Kritische Werte @,, in Ab- samen, kritischen Werte qo, (d.h. die Ab- f Dies 
hängigkeit von ß/V2 y szissenwerte der in Abb. 3 und 4 besonders | schre 
gekennzeichneten Umkehrpunkte P) sind pons 
gesondert in Abb. 5 wiedergegeben, und zwar wegen ihrer späteren Ver- f werd 
wendung in Abhängigkeit von Bly2y- Für den Grenzfall großer Werte 
ß/V 2y ergibt sich analytisch die Beziehung shane sae 
und 
dami 


Die Startphase 9, eines auf der Gegenplatte ausgelösten Elektrons ist — f gj, , 
wegen der Richtungsumkehrung des jetzt folgenden Vorganges — bis auf ein f kom 
additives Glied nz mit der Ankunftsphase p, des auslösenden Elektrons f Berei 


identisch 10), so daß gilt ) 
= Va — n = 1,3,5,. (14) nur 


ek Die neue Startphase go erhält man demnach dadurch, daß man die An- 
x kunftsphase ga seitwärts auf die Gerade 9, + 2 projiziert. In Abb. 4 ist 


ist, | 

®) Das entspräche also z. B. bei einem U* = 1000 Volt einer Austrittsenergie der fach 
Sekundärelektronen von 6,4 eV. verv 
10) Hierbei wird allerdings vorausgesetzt, daß der Auslösevorgang sich innerhalb eine § „un 
Zeitraumes abspielt, der sehr klein gegenüber der Schwingungsdauer ist. Diese a ‘ 


ER dürfte nach Kenneth G. McKay!!) berechtigt sein. 
SER 4) Kenneth G. McKay, Secondary Electron Emission in ,,Advances in Electronics’, 
8,81, NewYork (1948). 
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dieses graphische Verfahren angedeutet. Das Beispiel zeigt die Startphasen- 
folge Yor Po Yo ---» die auf ein bei y = 4/92 startendes Elektron folgt. Sie 
strebt dem Punkt S, zu, dessen Phase mit 9, bezeichnet sei, um dort stehen- 
mbleiben (,,Phasenfokussierung‘‘). Der Punkt S,, bzw. die bei p, startenden 
Elektronen, sind ,,phasenrein“: sie finden bei der Ankunft auf der Gegenseite 
ais neue Startphase wieder p, vor. 

Auch S, ist ein phasenreiner Punkt. Wie jedoch eine einfache geometrische 
Betrachtung lehrt, ist die zugehörige Startphase nicht stabil: kleine Abwei- 
chungen von ihr haben immer weitere Abweichungen zur Folge, so daß die 
folgenden Startphasen über kurz oder lang entweder im Punkt S, oder in einem 
unwirksamen Bereich enden. Die Instabilität im Punkt S, liegt, wie sich zeigen 
läßt, daran, daß in S, |do,/dg,| >1 ist. Auch der Punkt S, wäre instabil, 
wenn dort |dp,/dg,| >1 wäre: die Startphasen würden von ihm wegstreben 
und früher oder später in einem unwirksamen Bereich enden. 

Letzteres kann allerdings nur gelten, solange noch ein unwirksamer Bereich überhaupt 


existiert. Daß dies in praktisch vorkommenden Fällen jedoch immer der Fall ist, läßt 
sich leicht zeigen. Nach (2) und (4), (5), (6), (7) ist die Auftreffgeschwindigkeit v, 


B 
& = v, | —— 
= Pa) Fz 
baw. in eV ausgedriickt: 
2 
U,=U, (COS — + . 


(15a) 


(COS Pp — 6089,) + 1 


Ein kleiner Wert ß//2y bedingt also im allgemeinen auch eine kleine Auftreffenergie. 
Diese darf jedoch einen gewissen Wert (im allgemeinen um 100 eV herum) nicht unter- 
schreiten, weil dann bei den bisher untersuchten Metallen das Sekundäremissionsver- 
mögen 8<1 wird (Bruining!2)). Die Austrittsgeschwindigkeit U, der Sekundärelek- 
tronen sei im Durchschnitt = 10 eV gesetzt; (cos 9, — c0o8Y,) könnte maximal = 2 
werden und U, muß >100 eV sein. Dies ergibt die Bedingung 


ur = 100 (16) 
y2y 
und für ß//2y damit die notwendige (aber noch nicht hinreichende, siehe weiter unten) 
Forderung 


damit eine Pendelung bestehen kann. Nach h Abb. 3 und Gl. (12) hören aber 


die unwirksamen Bereiche für ß//2y 0,8 erst zu existieren auf. In praktisch vor- 
kommenden Fällen einer Pendelvervielfachung wird es demnach auch immer unwirksame 


geben 
Man kann also zusammenfassen: Von den phasenreinen Punkten 8 sind 
nur solche stabil, für 


ist. Diese Punkte sind es, auf deren Phase g, sich immer eine Pendelverviel- 
fachung zusammenzieht. Zur Auslösung einer solchen selbständigen Pendel- 
vervielfachung ist — nach den Vorstellungen, die unserer Behandlung hier zu- 
grunde liegen — nur ein einziges Elektron nötig und zu ihrer Aufrechterhaltung 
sollte die Größe des Phasenbereiches, der auf den Punkt S, hin fokussiert wird, 


®) H. Bruining, Die Sekundärelektronen-Emission fester Körper, Berlin 1942. 
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belanglos sein. Der Grenzwert des Pendelstromes sollte somit nur durd 
irgendwelche Verluste bedingt und unabhängig von der Zahl der primären - 
etwa durch Photoeffekt erzeugten — Elektronen sein. In der Tat hat sich audı 
der Pendelvervielfacher als steuerbarer Verstärker — wie es bei seiner Hip. 
führung in die Fernsehentwicklung durch Farnsworth gedacht war - 
nicht durchsetzen können, da die verwendeten Versuchsformen stets leicht zu 
selbständiger Erregung neigten (Weiss13))14), 

Zur Berechnung der phasenreinen Startpunkte , (der Schnittpunkte der 
$4-Kurven mit den Geräden (9, + 2) in Abhängigkeit von und y braucht 
nur in Gl. (8) 


Yo = Ps 


- 
gesetzt zu werden. Man erhält dann 
1 = (feos, + /2y) na +2 ßsin g, (19) 
9 
9, = are cos (1 naV2y) (20) 


Po d) Die Auftreffenergie 

Der Sekundäremissionsfaktor 6, der zur Aufrechterhaltung der Pendel- 
vervielfachung größer als 1 sein muß, ist bekantlich eine Funktion der Auf- 
treffenergie der primären Elektronen. Der Wert ö = 1 wird bei bestimmten, 
für jedes Material charakteristischen Auftreffenergien erreicht (Bruining®)), 
deren Größenordnung um 100 eV herum liegt. Diese Auftreffenergie mub 
von den Elektronen mindestens erreicht werden, damit überhaupt eine Pendel- 
vervielfachung einsetzen kann. 

Auch die Auftreffenergie U , wird zweckmäßig in einem Relativmaß mit 
U* als Bezugsgröße ausgedrückt. Aus (15b) und (7) folgt mit om = 

U,/U* = [ß cos 9, + (21) 
wobei für m, der durch (20) gegebene Wert einzusetzen ist. Kurven gleicher 
relativer Auftreffenergien U ‚/U* für den Fall n = 1 sind gestrichelt in Abb.6 
eingetragen, die in Form eines d—y-Diagramms die Existenzbereiche einer 
Pendelvervielfachung darstellt (Näheres siehe weiter unten). Ebenso sind dort 
gemäß Gl. (20) Kurven gleicher Startphasen 9, eingezeichnet !$). 


e) Die kritischen Ein- und Aussetzamplituden 
Eine Pendelvervielfachung ist nur möglich, wenn eine phasenreine Start- 
phase 1. überhaupt existiert und 2. in einem wirksamen Bereich liegt. Diese 
beiden Bedingungen sollen in der Abb. 6 dargestellt werden. 


3). G. Weiss, Z. techn. Physik 17, 623 (1936). 

4) Durch eine wesentliche, konstruktive Abwandlung, die Überlagerung eines kon 
stanten, elektronenentziehenden Querfeldes konnte in neuerer Zeit Beneking eine steuer- 
bare Verstärkung erzielen 

») H. Beneking, Z. angew. Physik 4, 258 (1952). 

16) Durch die Verwendung der auf U* bezogenen Spannungsamplitude 8 und Aus 
trittsenergien y ist auch diese Darstellung von der speziellen Frequenz und Feldlänge unab- 
hängig. 
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r durch Die Existenzbedingung für , läßt sich aus Gl. (20) ersehen, deren Lösung 
niiren | erst für genügend großes ß reell wird. (Das Argument des are cos muß < 1 
ich auch # sein.) Es gibt dann für 9, zwei Werte, die den Punkten S, und S, (Abb. 4) 
ner Kin. | entsprechen. (Für S, gilt das minus-, für S, das plus-Zeichen.) Für den aus- 
war -# gezeichneten Wert ß, = 
eicht zu ß _1—nay2y (22) 

neat 
ıkte der gibt es nur eine Lösung 9,: die p4-Kurve tangiert die Gerade = (gp + ” 2); 
braucht Fog liegt hier der Fall vor, daß bei Steigerung von ß (d. h. der Wechselspannung j 


08 01002 04 020 
ur | 
3 2 | 
4 WY / 
(19) 
(20) 
Pendei- 
le 
r Auf or 
mmten, 
naß mit siehe Abb. 60 \ % 
Po = Wr 2 02 03 04 05 06 B 


Abb. 6. Relative Ein- und Aussetzspannungen f,, 8, und Existenzbereiche der Pendel- 
(21) vervielfachung. (Bei ß, ist in Klammern die zugrunde liegende Bedingungsgleichung 


gleicher angegeben) er | 
ı Abb. 6 
. Diese 005 01 05 8 
Abb. 6a. Vergrößerter Ausschnitt aus Abb. 6. Die Fälle n = 3 und n= 5 
U,) die Pendelvervielfachung einsetzt, während für 6 <ß, keine Pendelver- 
ri vielfachung möglich ist. Für den wichtigen Fall n = 1.ergibt sich für die j 
Einsatzamplitude U, unter Benutzung von (5), (6), (7) numerisch: | 
2 
ind Au B, U* = 5,48 - 108 (+) [1 — 0,99. 103 U, | Volt (22a) 


(wobei U, in Volt). 


3 
, 


x 
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(Die mehrphasigen, durch n = 3,5.. bestimmten Übergänge sind ohne Be. 
deutung, wie weiter unten begründet wird.) Die relativen Einsetzamplituden ß, 
sind gemäß (22) in Abb. 6 eingetragen. Allerdings setzt die Pendelverviel. 
faehung bei 8, nur dann wirklich ein, wenn gleichzeitig die durch (21) bestimmte 
Auftreffenergie genügend groß ist. Es hängt von den Umständen (Platten- 
material, Frequenz, Feldlänge) ab, ob die notwendige Auftreffenergie U 4/U* 
bereits beim Erreichen von ß, oder erst bei höherem 8 vorhanden ist. 

REDE Bei Erhöhung der Relativamplitude über £, hinaus rückt der stabile, 
a2 und allein maßgebende Punkt S, der beiden phasenreinen Punkte S,, auf 


¥ 
BS ; Poy der Geraden g= 9, + n2 abwärts; und zwecks Feststellung, bei welcher 
____ Relativamplitude ß, die Pendelvervielfachung wieder aufhört, ist jetzt zu er- 


mitteln, bei welchem 9 = ß, die dem Punkt S, zugehörenden Phasen 9,, @, 
die Bedingung (10) oder (18) zu verletzen beginnen. 
Die Bedingung (10) wird verletzt, wenn die durch (20) gegebene Start- 


= — are cos ad 


Ba V4+ntat 


+ are tg = , (23) 
n 


n 


Diese Beziehung ist explizit nicht mehr nach ß, auflösbar, — außer für y = 0, 
wobei sich ß, = 1/n a ergibt. Die Lösung erfolgte graphisch und ist in Abb. 6 
als 8, (Elektronenrückkehr nach (10)) eingetragen. 

Zur Untersuchung der Bedingung (18) ist dp,/dp aus (8) zu bilden und 
darin, wegen der Phasenreinheit von S,, = 9, Pa = 9, + nr zu setzen. 
Dies führt zu 


B 

_ Die kritischen Werte 9, = 9... für die |dp4/dg | = 1 ist, ergeben sich somit 
BR aus der Bedingung 


Für das +-Zeichen erhält man daraus 


9 
Pox = are 
mit folgenden Werten: 


Pox = 0,564 0,206 0,127 


Wie leicht einzusehen, entspricht dies den Berührungspunkten der die Gerade p = 
(9% + 2) tangierenden p,-Kurven. Daß dort dp,/dg, = 1 sein muß, ist evident, da jene 
Geraden den Anstieg 1 haben. Gleichsetzen von 9, aus (20) mit y,, aus (26) führt daher 
zu der bereits bekannten relativen Einsatzamplitude £,. 


Durch das minus-Zeichen in (25) ist die kritische Startphase ¢,, bestimmt, 
bei der der Phasenfokus S, bei Steigerung von ß instabil zu werden beginnt. 
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Die Bedingung (18) wird also verletzt, wenn der durch (20) gegebene phasen- 
reine Startpunkt 9, gleich dem durch (25, minus-Zeichen) gegebenen Wert‘ 
9,, wird. Indem man 9, und 9,, in diesen beiden Ausdrücken gleichsetzt und 
eliminiert, erhält man nach elementarer, etwas umständlicher (deshalb hier 
weggelassener) Rechnung die Beziehung 


3% n7 2 
B= Ba =| + i) (27) 
die in Abb. 6 als 9, (Instabilität vo pm, nach (18)) eingetragen ist. 

Die Abbildung zeigt, daß der Fall n = 1 (ein Elektronenübergang von der 
Dauer einer halben Phase) in einem relativ großen Spannungsamplituden- 
bereich zu realisieren ist, der nach größeren Amplituden hin je nach dem vor- 
liegenden Wert y durch verschiedene Bedingungen begrenzt ist. Bemerkens- 
wert ist die wesentliche Vergrößerung, die dieser Bereich bereits durch eine 
geringe Austrittsgeschwindigkeit erfahren kann"). 

Die mehrphasigen Übergänge (n = 3,5...) sind nur in relativ engen Ampli- 
tudenbereichen möglich, die sich zudem mit der Größe von y beträchtlich ver- 
schieben. Die stets endlich breite Geschwindigkeitsverteilung der ausgelösten 
Sekundärelektronen dürfte daher — dies läßt sich schon ohne exakte Behand- 
lung sagen — die Existenz einer solchen mehrphasigen Pendelvervielfachung 
recht unwahrscheinlich machen. Auch ist wegen des kleineren ß-Wertes die 
Auftreffenergie laut Gl. (21) stets geringer als im Fall n = 1, so daß schon 
deshalb oft eine Pendelvervielfachung nicht möglich sein wird. 

An Hand des Diagramms der Abb. 6 lassen sich die Existenzbedingungen der Pendel- 
vervielfachung auch bei Änderung beliebiger Parameter (nicht nur von Us) leicht über- 
sehen. Änderung von a oder v (bei Konstanthaltung der jeweils übrigen Größen) bedeutet 
eine Änderung von U* und somit gleichsinnige und einander proportionale Änderungen 


von ß und y. Das Diagramm wird dabei also nicht horizontal (wie bei Anderung von Ü,), 
sondern auf einer durch den Nullpunkt gehenden geneigten Geraden durchfahren. 


f) Sonstige Einflüsse 


Es ist ersichtlich, daß die vorstehenden Betrachtungen nur die rein kine- 
matische Theorie der Pendelvervielfachungenthalten. Bei einer experimentellen 
Untersuchung wäre noch eine Reihe weiterer Einflüsse zu beachten. Der 
Ausbeutefaktor 6 wurde >1 vorausgesetzt ; experimentell erwiesen ist jedoch, 
daß ö im allgemeinen für Auftreffenergien der Größenordnung 1000 eV und 
darüber wieder absinkt und <1 werden kann. Dadurch kann — je nach den 
Versuchsbedingungen (a, 2) und dem gewählten Plattenmaterial eine weitere 
Grenze für den wirksamen ß-Bereich gezogen werden, über die natürlich nur 
in einem speziell vorliegenden Experiment etwas ausgesagt werden kann. 
Prinzipiell muß diese Grenze in dem ß-y-Diagramm der Abb. 6 von einer der 
Kurven U ,/U* = const. gebildet werden. 

Es ist auch klar, daß Raumladungseffekte, d. h. die gegenseitige Abstoßung 
der durch die Phasenfokussierung zusammengedrängten Elektronen, sowie die 
Geschwindigkeitsverteilung der neu ausgelösten Sekundärelektronen gegen 
die idealisierenden Voraussetzungen der Theorie verstoßen und auf die ex- 
perimentellen Ergebnisse einwirken werden. 


v) Z,B.ist bei a = 4cm,/ = 400 cm, die Größe U* ~ 2000 Volt; y = 0,002 be- 
deutet dann also eine Austrittsgeschwindigkeit von ~ 4 eV. 
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Ziel 
Für die Einsatzspannung U, (bei konstanter Wellenlänge und konstant 


gesetzter Austrittsenergie Ü, der Sekundärelektronen) in Abhängigkeit vom 
Plattenabstand a sollte nach (22a) gelten — unter Beschränkung auf den ex- 
perimentell wichtigen Fall n = 1, etwas umgeformt und ausgerechnet für die 
: 3,75 m, die in den folgenden Versuchen verwendet wird: 


= [38,4 (a — 0,19 /U,)’— 1,3 U,] Volt (a in em, U, in Volt). (30) 


U, = f(a) ist eine Parabel, die um kleine, von U, abhängige Beträge aus dem 
Koordinatennullpunkt verschoben ist; die Einsatzspannung wächst also in 


_ erster Näherung quadratisch mit der Feldlänge an. Diese Gesetzmäßigkeit 


sollte als erstes, insbesondere auch im Hinblick auf eine meßtechnische Ver- 
wendung des Pendelungseffektes, nachgeprüft werden 1). 

Bei ihrer Bestätigung wäre es grundsätzlich möglich, den Einsatz der Vervielfachung 
zur Spannungsmessung (insbesondere in Hohlraumresonatoren) zu benutzen. — Auch 
zur Spannungsstabilisierung im Höchstfrequenzgebiet ist der Vervielfachungseffekt ge- 


eignet, wie vor längerer Zeit bereits angegeben !?) und unabhängig davon durch Beneking®) 
bestätigt wurde. 
die mit der einsetzenden Elektronerpendelung verbunden sind, dem 
 sionierten) Schwingkreis soviel Energie entzogen wird, daß seine Spannungsamplitude 


Diese Stabilisierung beruht im Prinzip darauf, daß durch die Verluste, 
(geeignet dimen- 


nicht mehr wesentlich über die Einsatzspannung steigen kann. Ebenso scheint Green- 
blatt, wie aus kurzen Andeutungen zu schließen), an eine Spannungsstabilisierung 
nach diesem Prinzip gedacht zu haben. 


b) Meßanordnung 


Das Plattenpaar, zwischen dem sich die Pendelvervielfachung abspielen 
‚Pendelstrecke‘‘, befindet sich in einem Vakuum von einigen 10% Torr 
Die untere Elektrode E, ist fest montiert, während die Gegen- 
E, an einem in seiner Längsrichtung beweglichen Messingstab M 
befestigt ist. Dieser wird durch ein Glasröhrchen AR ge- 
führt und ist über einen dünnen Draht an der von außen 
drehbaren Spindel S aufgehängt. Die Zuführung der 
Hochfrequenzspannung zur oberen Elektrode erfolgt 
über ein bewegliches Silberband B. An Marken in dem 
Messingstab kann der jeweilige Elektrodenabstand un- 
mittelbar abgelesen werden 
Zum Nachweis einer Pendelvervielfachung hatte 
Farnsworth’) den Raum zwischen den Elektroden 
mit einer zylinderförmigen Anode umgeben, die ein posi- 
tives Potential gegenüber den Elektroden besaß. Bei 
Einsatz einer Pendelvervielfachung wurde ein Teil der 
pendelnden Elektronen von dieser Anode abgesaugt. — 
Unsere Versuche zeigten jedoch, daß diese Absauganode, 


(Abb. 7 


18) Die Voraussetzung, daß schon bei der Einsatzspannung 
nach (30) die Elektronen eine genügend große Auftreffenergie 
haben, wurde an Hand der Abb. 6 für die hier vorliegenden Ver- 
hältnisse geprüft und ist zumindestens für Plattenabstände über 


Abb. 7. Röhre mit 2,5cm mit Sicherheit erfüllt. 
veränderlicher 19) Patentschrift Nr. 882422 des Deutschen Patentamtes. 
Pendelstrecke 2) M. H. Greenblatt, Physic. Rev. 75, 1324 (1949). 
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auch wenn sie nur als kleiner Ring ausgebildet war, das Hochfrequenzfeld 
merklich beeinflußte und somit die Voraussetzungen hinfällig machte, auf 
denen jede bisherige — nicht nur unsere — rechnerische Behandlung der Pendel- 
vervielfachung beruhte. (Experimentell zeigte sich dies z. B. darin, daß die 
Einsatzspannung sich verringerte, wenn an den. Ring eine Absaugspannung 


gelegt wurde, worauf in anderem en ; 
Zusammenhang unten noch näher Fatt B | . 
! 


eingegangen werden soll.) 

Dieser Nachteil wird durch einen 
Auffänger A vermieden, der als 
Indikator fiir den Einsatz einer xt 
Pendelvervielfachung hinter einer ne 
Bohrung B in der feststehenden 
Elektrode isoliert angebracht ist Abschirmun g 
(Abb. 8). Zur Herabsetzung einer 
eventuell störenden Sekundäremis- 
sion ist er innen berußt. Ein Bruch- 
teil der auf die Elektrode treffenden ARBÄNBRBNR 
Pendelelektronen gelangt jetzt, ohne 
daß es besonderer Absaugfelder be- 
darf, durch das Loch in den Auf- 
finger und wird als ,,Auffiinger- Abb.8. Untere Elektrode mit Auffänger 
strom‘‘ J, gemessen 

Die ganze Röhre befindet sich, wie es seit Farnsworth vielfach üblich 
ist, in einem konstanten, mit dem HF-Feld richtungsgleichen Magnetfeld. 
Dieses soll die in verschiedenen Richtungen aus der Elektrode austretenden 
Sekundärelektronen bündeln, damit sie nicht infolge ihrer zur Feldrichtung 
senkrechten Geschwindigkeitskomponente aus Su Raum zwischen den 
Elektroden heraustreten und die = fe 
Gegenelektrode verfehlen. 

Die benutzte Schaltung zeigt 
Abb. 9. Der Sender arbeitet mit 
zwei Röhren RS 329 in Gegen- E 
takt- (Holborn-) Schaltung auf 
einen Schwingkreis, der durch 
eine variable Zusatzkapazitat ab- Br 
stimmbar ist. Zwischen den “th AR 
Enden LL befindet sich die Pen- 
delstrecke. Die an LL auf- Abb. 9. Schaltbild zur Spannungsmessung 
tretende Spannung wird über 
die Diode LG 2 gleichgerichtet und am (einschließlich des Vorwiderstandes) 
geeichten Instrument V abgelesen. Allerdings ist diese abgelesene Spannung, 
wie aus den Elementen der Hochfrequenztechnik bekannt, nicht unbedingt 
mit der interessierenden Spannung in der Pendelstrecke identisch, sondern — 
je nach der Higenfrequenz des von Diode und Pendelstrecke gebildeten Kreises 


SUM 


2, Zündung und Zusammenbrechen der Feldstärke ist bei dem hohen Vakuum 
nieht zu erwarten. Nur gelegentlich zeigte sich als Folge von Restgasen ein ganz 
sehwaches bläuliches Leuchten, so daß der Auffängerstrom das einzige sichere Kriterium 
für das Vorhandensein « einer enemas war. 


B 
> 
. 
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— von dieser etwas verschieden. Eigenfrequenzen des Meßkreises wurden 
_ experimentell bei 225 und 275 MHz festgestellt ; daraus läßt sich für eine Meg. 
frequenz von 80 MHz eine Spannungsüberhöhung an der Diode von 11% | den 
abschätzen, die bei den Auswertungen in Abzug gebracht wurde. Die Magnet- stir] 
spule M erzeugte im allgemeinen ein Feld von 200 Oe. Der Auffingerstrom der . 
I, wird an dem so bezeichneten Instrument abgelesen. Anle 


Bei jeweils fest eingestelltem Elektrodenabstand a wurde nun die Hoch- 
frequenzspannung so lange gesteigert, bis der plötzlich einsetzende Auffänger- 
strom den Einsatz der Pendelvervielfachung anzeigte. Die Regelung der 
Hochfrequenzspannung erfolgte durch Veränderung der Anodenspannung des 
Senders. Dieses einfache Verfahren konnte benutzt werden, da, wie experi- 
mentell geprüft wurde, eine Frequenzänderung damit nicht verbunden war. 


e) Meßergebnisse 


Abb. 10 zeigt einen solehen Einsatz des Auffängerstromes bei steigender 
Spannung. Charakteristisch ist das absolut unstetige Einsetzen der Pendel- 
vervielfachung ; die Einsatzspannung ist scharf definiert. Diese Unstetigkeit 
wird auch von der Theorie gefordert: Sobald 


dy die Kurve p4 = f(g,) in Abb. 2 und 4 die 

Gerade = 9, + 2 berührt, sollte die Pendel- 
ir a vervielfachung in endlicher Starke einsetzen. 
AES 5 0 Wie auf Grund der Theorie zu erwarten 
oe (siehe Abschnitt e und Abb. 6), setzt die 


Pendelvervielfachung bei weiterer Steige- 
BMF Ur rung der Hochfrequenzspannung wieder aus. 
Abb. 10. Unstetiger Ein- und Aus- (Näheres darüber siehe weiter unten.) 
Die gemessenen Einsatzspannungen sind 
spannung als Funktion der Feldlänge a in Abb. 11 dar- 
gestellt. Mit der Diode konnten direkt nur 
die Einsatzpunkte bis zum Plattenabstand von 4,3 em gemessen werden. Höhere 
Spannungen waren mitder vorhandenen Apparatur nicht zu erreichen. Das liegt 
einmal daran, daß die Meßdiode höheren Spannungen als etwa 1200 Volt nicht 
mehr gewachsen ist, zum anderen bildet aber auch der ganze Meßkreis einen 
erheblichen Nebenschluß zum Pendelfeld, durch welchen der Spannungs- 
erhöhung eine Grenze gesetzt wird. Die Einsatzspannungen bei den größeren 
Elektrodenabständen konnten daher nur nach Entfernung des Meßkreises er- 
reicht werden. Gemessen wurden die Relativwerte dieser Spannungen mit 


einer ganz lose angekoppelten Germaniumdiode. Durch Wahl eines großen di 

Außenwiderstandes und entsprechend geringer Strombelastung (einige A 

10-7 Amp.) arbeitete die Germaniumdiode linear. Sie wurde durch Anschluß P 
AM an die mit der Réhre LG 2 gemessenen Werte der Einsatzspannung geeicht. W 
= Auf diese Weise konnten die Spannungen bis 2270 Volt angegeben werden. di 
- In der Abb. 11 sind außer den Meßpunkten und der diese verbindenden k 
ot Kurve auch noch die von der Theorie geforderten Parabeln für 0, 5 und 10 Volt ‘ 
Mi Austrittsgeschwindigkeit eingezeichnet. (Zwischen den letzten beiden Werten , 
= Ks dürfte das Maximum der Geschwindigkeitsverteilung liegen.) Die Meßpunkte 
N liegen gut auf einer Parabel, jedoch gibt diese durchweg höhere als die von der 


Theorie geforderten Einsatzspannungen. Zwei Tatsachen dürften dafür im 
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wesentlichen verantwortlich sein. Erstens ist die vorausgesetzte Homogenität 
des Hochfrequenzfeldes nicht erfüllt. Infolgedessen werden, zumindest in ; 
den Randgebieten, streckenweise geringere als die vorausgesetzten Feld- 

stärken herrschen ; eine überschlägige Betrachtung ergibt, daß die Laufzeit 2 
der Elektronen dadurch im Endeffekt verlängert werden muß, was erst durch 


relative Messungen 


x absoluteMessumen 
 Hatch uWillioms 


kompensiert wird. 


& 


Abb. 11. Einsatzspannung als Funktion der Foldlänge 


Zweitens liegt die Vermutung nahe, daß auch die Glaswände der Röhre : 
einen Einfluß ausüben werden. Verursacht durch die beginnende Pendelver- u 
vielfachung, erfolgt nämlich eine gleichzeitige negative Aufladung der Wände, 
die im entgegengesetzten Sinne wirken muß, wie die oben erwähnte positive 


Absauganode. Durch letztere 


Platte, wie schon Farnsworth?) angegeben hat, verringert. Eine negative 
Wandladung wird daher die Laufzeit vergrößern : die Elektronen werden auf 
der ersten Hälfte ihres Weges verzögert, auf der zweiten Hälfte dann zwar 
wieder beschleunigt, jedoch ist ihre Geschwindigkeit in jedem Augenblick, 
also auch im Durehschnitt kleiner, als sie es ohne die Wandladung gewesen 
wäre. Dieser Geschwindigkeitsverlust muß durch eine zusätzliche Erhöhung 
der Feldstärke ausgeglichen werden. 


Das plötzliche Auftreten 


weisen: Dazu wurde die Außenwand der Röhre R mit einem Metallbelag 


7 

Z 


wird die Laufzeit der Elektronen von Platte zu 


der Wandladung ließ sich experimentell nach- 


: 
‘urden 
> Meg. 
11% 
agnet- 
‘strom 
Hoch- 
1 war, J 
sender / Pi 
del- 
ende: / 
igkeit / uf 
jobald 
4 die Ä 
'teige- 
T aus, 
sind 
1 dar- 
<t nur 
Shere st: 
d 


Ammalen der Physik. 6. Folge. Band 15.1955 


BB versehen und leitend mit einem Einfadenelektrometer El verbunden. 
Beim Einsatz der Pendelvervielfachung und des Auffängerstromes ergab sich, 
wie aus der Abb. 12 zu ersehen, auch 
eine Aufladung des Elektrometers im 
Meter Spon Sinne einer negativen Wandaufladung, 
Aus der Spennung am Elektrometer- 
faden kann man, wenn man da 
Scnaltoild System: Innenwand der Röhre — 
tds Metallbelag mit Elektrometer — Erde 
Als kapazitive Spannungsteilung auf- 
faßt und die einzelnen Kapazitäten 
 wngefihr kennt, die Aufladung der 
5 0 2 5m" Wand abschätzen. Es ergeben sich 
Abb. 12. Gleichzeitiger Einsatz von Auf- auf diese Weise etwa 40-70 Volt, die 
fängerstrom und Elektrometerspannung  größenordnungsmäßigdie beobachtete 
bei zunehmender Hochfrequenzspannung 

Erhöhung der Einsatzspannungen 

wohl verursachen können. 

In der Abb. 11 sind ferner Meßpunkte eingetragen, die wir für unsere Fre- 
quenz von 80 MHz aus den experimentellen Ergebnissen von Hatch und 
Williams (Abb. 5 in?)) entnommen haben. Die von diesen Autoren ge- 

messenen Werte liegen er- 

45%) 0% 25°  freulicherweise weit besser 
| im Bereich der theoreti- 
schen Kurven als unsere 

eigenen. Vermutlich liegt 

dies daran, daß Hateh 

und Williams größere 

 Plattendurchmesser und 

GefaBdimensionen verwen- 

deten, so daß insbesondere 

die durch Wandaufladun- 

gen bedingte Fehlerquelle 

vermieden wurde. Der da- 

bei für eine bestimmte 

 Feldlänge (a = 3cm) ex 

perimentell ermittelte Be- 

reich einer Pendelverviel- 


== bereohner rechnet wurde von den 
Autoren auf Grund der 

Theorie von Gill und 
v. Engel*) 2) die strieh- 
4 6 n punktierte Kurve als Be 


Abb. 13. Existenzbereich der Pendelvervielfachung fiir 22) Gill und v. Engel 

Feldlänge a = 83cm, Us = 5eV schenken den kinematischen 

Einsatzbedingungen keine Be 

achtung und gehen in ihrer Theorie von der Annahme aus, daß Auftreff- und Startenerge 

der Sekundärelektronen stets in einem konstanten Verhältnis zueinander stehe 
U, =). 
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grenzung des Existenzbereichs. Dazu ist allerdings zu bemerken, daß diese 
Berechnung nur mit Hilfe spezieller, aus den Experimenten erschlossener Zu- 
satzannahmen (und zwar in unserer Bezeichnungsweise: U,/U, = k = 3, 9, 
fir Einsatzspannung = 18°, für Aussetzspannung = —56°) möglich war. Die 
oben in Teil I dargelegte Theorie ergibt ohne besondere spezielle Annahmen, 
nur durch Umzeichnen der Abb. 6, fiir den Fall a = 3 em, U, = 5 eV, die in 
Abb. 13 ausgezogenen bzw. gestrichelten Kurven als den Existenzbereich einer 
Pendel ver vielfachung. 


Für die Größe der Aussetzspannung konnte experimentell keine eindeutige 

Gesetzmäßigkeit festgestellt werden. Dies ist auch nicht verwunderlich, da 

täten (siehe Abb. 6) je nach der Austrittsgeschwindigkeit der Sekundärelektronen 
1g der ganz verschiedene Grenzbedingungen für 


n sich die Aussetzspannung in Kraft treten und is 1777, = 

iit, die höchst unterschiedliche Werte ergeben 4000 / 

chtete können. In Abb. 14 sind Relativwerte far # 

ungen Ein- und Aussetzspannungen aus orien- : 
tierenden Meßreihen wiedergegeben. Ge- 

© Fre- strichelt ist der theoretische Verlauf der 

h und § Aussetzspannung eingetragen®). Diese 


en ge- wurde (da analytisch nicht geschlossen dar- 
en ef 5 stellbar) an Hand von Abb. 6 graphisch 
besser # ermittelt. Auch hier folgt die Einsatz- 
eoreti- Ü spannung einer theoretisch zu verlangenden 
une” Parabel, wohingegen die Werte der Aus- 
liegt setzspannung wesentlich größere Streu- 
Tatch ungen zwischen den einzelnen Meßreihen 
rößere aufweisen. Immerhin bietet die theoretische, 


und für Austrittsgeschwindigkeit 10 eV berech- @ 
erwen- nete Kurve eine bessere Annäherung an Abb.14. Ein-und Aussetzspannungen 
ondere f die Meßwerte als die Kurve für U, = 0. ale. Funkiite die Feldlänge 


ladun- § Das Auftreten dieser größeren Streuungen 

rquelle § ist im übrigen auch zwanglos dadurch zu erklären, daß die in Gang be- 

er da- § findliche Pendelvervielfachung selbst (infolge ihrer Raumladung) einen Ein- 
fluß auf die Kinematik des Vorgangs ausübt. FM poe 


d) Einfluß des Plattenmaterials 
In einigen Meßreihen wurde auch der Einfluß des Elektrodenmaterials auf 

die Pendelvervielfachung untersucht. Von den untersuchten Metallen: 

Eisen, Kupfer, Silber und Aluminium ergab das Aluminium die größten Ab- 

saugströme und wurde daher für die weiteren Messungen als Elektroden- 

material verwendet. Allerdings waren die Absaugströme nicht ausgeprägt 

verschieden voneinander und nicht proportional den aus der Literatur be- 

kannten Sekundäremissionsfaktoren der genannten Metalle. Ein Einfluß des 

Materials auf die Einsatzspannung war dagegen nicht festzustellen (wie auch 

nieht zu erwarten war). Durch Berußen der Elektroden — der Sekundär- 


.. ”) Da die Spannung bei diesen Meßreihen nur relativ (mit Detektor) bestimmt wurde, 
ist der Ordinatenmaßstab so gewählt, daß die Meßpunkte der Einsatzspannung mit der 
nach obiger Gl. (30) berechneten Kurve zusammenfallen. 


Ann. Physik. 6, Folge, Bd. 15 3 15 


unden, 
b sich, 
1, auch | 
ers im 
dung. 
meter- 
n das 
0 
44 ©} Ausselespannung 
te Be- | 
erviel- 
bb. 13 
n. Be 
n den 
d der 
und | 
strieh- | 
ls Be- | 
Engel 
‚tischen | 
ine Be- ‘ | 
tenerg® 


206 Ammalen der Physik. 6. Folge. Band 15. 1955 


emissionsfaktor des Kohlenstoffs bleibt bekanntlich unter 1 — wurde jedoch 
die Pendelvervielfachung unbedingt verhindert. Auch bei den höchsten er- 
reichbaren Spannungen konnten dann keine Auffängerströme mehr fest- 
gestellt werden. 

Die Untersuchungen werden fortgesetzt. 


Der Firma Telefunken, Berlin, möchten wir auch an dieser Stelle für die 
wirksame Hilfe danken, die uns durch Überlassung verschiedener wertvoller 
Röhren erwiesen wurde. Auch Zuwendungen von Gegenwert-Mitteln der 
Deutschen Forschungsgemeinschaft verdanken wir wesentliche Förderung 
Pek unserer Arbeiten. 


Berlin-Charlottenburg, Physikalisches Institut der Technischen 


En Universität. 
je RR Bei der Redaktion eingegangen am 12. Juli 954. 
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Zur Hauptachsentransformation 
der Dipol-Hamiltonfunktion des freien und gebundenen 
Elektrons im elektromagnetischen Strahlungsfeld as ee 


H t St del 

Inhaltsübersicht 


Die von N.G. van Kampen angegebene Hauptachsentransformation 
der Dipol- Ha milton- Funktion des freien bzw. elastisch gebundenen Elek- 
trons im elektromagnetischen Strahlungsfeld wird nochmals nach einer 
anderen Methode durchgeführt. Der Vorteil der hier beschriebenen Methode 
liegt u.a. darin, daß sie die Aufsummierung unendlicher Reihen erspart und 
daher zwangsläufig zum Ziele führt. Möglicherweise kann die vorliegende 
Methode auch in anderen Problemen der nichtrelativistischen Feldtheorie 


mit Erfolg benutzt werden. 


ere 


A. Einleitung 


Die Berücksichtigung der Strahlungsdämpfung für ein elastisch gebundenes 
Elektron in Wechselwirkung mit seinem elektromagnetischen Eigenfeld führt 
nach Elimination des letzteren bekanntlich in nichtrelativistischer Näherung 
auf die Bewegungsgleichung!) 


(1) 
Dabei ist M die (beobachtbare) Masse und e die Ladung des Elektrons, MK? 
die „Federkonstante‘‘ der elastischen Bindung ;im Falle K = 0 ist das Elektron 
frei. Die Bewegungsgleichung (1) hat die (exakte) Lésung 
R = v, exp (a, t) + Vy exp (Xt) + Vg exp (Az), (2) 
wobei d,, Vg, Vs beliebige konstante Vektoren sind, die sich durch die Anfangs- 
werte R(0), R(0) und R(0)?) (Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung des 
Elektrons zur Zeit t = 0) ausdrücken lassen. &,, & und &,sind-die drei Wurzeln 
der kubischen Gleichung 
— (2 e2/3 M)o® + K? = 0. (3) 
Befindet sich das Elektron in einem äußeren Strahlungsfeld mit der elek- 
trischen Feldstärke € = €, sin (ER — w t), so bereitet die Lösung der (1) ent- 
sprechenden inhomogenen Differentialgleichung ebenfalls keine Schwierig- 
1) Vgl.z. B.R. Becker, Theorie der Elektrizität, Bd. II, S. 62f.; H. Steinwedel, 


Fortschr. d. Physik 1, 7 (1953). Der Einfachheit halber ist im folgenden überall c (=Licht- 
geschwindigkeit) = ak gesetzt. 

*) Durch Vorgabe von R(0) wird der Anfangszustand des (eliminierten) Eigenfeldes 
fetgelegt, i. Steinwedel 1. c.?). 


15* 


04 


Dax) 


man sich auf Dipolnäherung (f 1) Wie man 
sich leicht überlegt, ist die Dipolnäherung jedoch der nichtrelativistischen 
Näherung äquivalent: bezeichnen wir mit Amax die maximale Entfernung 
des Elektrons vom Koordinatenursprung, so bedeutet Dipolnäherung wegen 
k = w/c die Forderung (w/c) Rmax <1. Nun ist aber w Rmax ~v (Ge 
schwindigkeit des Elektrons), und somit ist Dipolnäherung gleichbedeutend 
mit (v/c)<1, d.h. mit nichtrelativistischer Näherung. 

Das freie bzw. elastisch gebundene Elektron im Strahlungsfeld gehört also 
zu den wenigen Problemen der Strahlungstheorie, die (in nichtrelativistischer 
Näherung und zunächst in der klassischen Theorie) exakt gelöst werden können. 
In der Quantentheorie ist man bekanntlich an den Hamilton -Formalismus 
gebunden, und man wird mit Recht vermuten, daß das genannte Problem 
auch im Rahmen des Hamilton-Formalismus (sowohl in der klassischen als 
auch in der Quantentheorie) exakt gelöst werden kann. Daß eine exakte 
Lösung möglich ist, wurde in der Tat im Anschluß an Arbeiten von Kramers 
von van Kampen?) gezeigt. Die Hamilton-Funktion des genannten Pro- 
blems lautet 


= (B —ea(®))?+5 + J (Aap)? + (rot dr. (4) 


Dabei ist M die beobachtbare, m die ,,mechanische‘‘ Masse des Elektrons, 
a das transversale Vektorpotential*) des elektromagnetischen Feldes, 
p = (1/4 2) (da/öt) = — (1/4) E das zu a kanonisch konjugierte Feld, R der 
Ortsvektor des Elektrons und $ = m (dR/dt) +ea(R) der (kanonische) 
Impuls. Dipolnäherung bedeutet hier a(R) = a (0), so daß die Dipol-Ha- 
milton-Funktion statt (4) lautet: 


H= (® — ea (0))? +5 MRR + {dm p)? + (rot dr. (5) 


Nach Fourierzerlegung des Strahlungsfeldes wird also H eine quadratische 
Form der ,,Koordinaten‘‘ und ‚‚Impulse‘‘, die sich, wie van Kampen gezeigt 
hat, durch explizit angebbare Transformationen auf Hauptachsen bringen 
läßt. Diese Transformationen werden bei van Kampen indessen in sehr in- 
direkter Weise gewonnen, wodurch sowohl die mathematische als auch die 
physikalische Situation nicht leicht zu übersehen ist. In der vorliegenden Ar- 
beit soll gezeigt werden, daß die Hauptachsentransformation sich zumindest 
begrifflich erheblich einfacher bewerkstelligen läßt, wenn man nicht den Umweg 
über die Fourierdarstellung macht. 


3) N. G. van Kampen, Det Kgl. Danske Vid. Selsk., Math. fys. Medd. 26 Nr. 15 
(1951). Die Hauptachsentransformation der Hamilton-Funktion ist in dieser Arbeit, 
die die Streuung von Licht an freiem und gebundenen Elektronen behandelt, im übrigen 
nur Mittel zum Zweck. Wir möchten daher bei dieser Gelegenheit nochmals auf diese 
interessante Arbeit hinweisen, die leider anscheinend nur wenig bekannt geworden ist. 

4) Das longitudinale (Coulomb-)Feld ist aus der Hamilton-Funktion (4) bereits 
eliminiert. Transversalität von a bedeutet diva=0, vgl. unten Anhang 2. Die 
kanonischen Bewegungsgleichungen für Feld und Teilchen gewinnt man üblicherweise 
aus dem Hamiltonschen Prinzip: 


Of{PR + fpadr— dt—0. 
Dabei ist jedoch noch nicht die (vorausgesetzte) Transversalität von a rn 


Infolgedessen muß man wie üblich [ A div a dr zum Integranden hinzufügen (A (rt) = 
grangescher Nebenbedingung div a = «fallt werden 
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B. Das Programm für die Hauptachsentransformation 


Die Hauptachsentransformation wird zweekmäßigerweise in drei Schritten 
vorgenommen : 
1. Der erste Sehritt ist der trivialste und geschieht nur aus Gründen der 
Ubersichtlichkeit: er besteht in der trivialen kanonischen Transformation®) 
a=— pt; p=at (6) 
und bewirkt, daß der kanonische Impuls des Elektrons mit dem kanonisch 
konjugierten Feld statt mit a verknüpft ist, so daß man bei den folgenden 
Transformationen nur solche Größen untereinander transformiert, die im 
Rahmen des Hamilton-Formalismus den gleichen Charakter haben. Damit 
ergibt sich statt (5) 


H= 5 (B +e p* (0)? + M KR + + (rot p*)} dr. (7) 


2. Durch eine geeignete kanonische Transformation der ,,Kordinaten“ 
R, a* > a’ und der ,, Impulse“: ®, p* — ®’, p’ untereinander wird erreicht, 
daß Teilchen- und Feldgrößen voneinander entkoppelt werden. Die Be- 
stimmungsgrößen der Transformation gewinnt man dabei durch die Forderung, 
daß die Koeffizienten der Produkte (R’ a’) und (®’ p’) verschwinden sollen, 
und der von St’ und ®’ abhängige Summand der Hamilton-Funktion die 
Form 3 (B’? + K? #2) hat®). 

3. Durch Entwicklung von a’ und p’ nach einem geeigneten vollständigen 
System von Raumfunktionen, das im allgemeinen Falle des elastisch ge- 
bundenen Elektrons nicht orthogonal ist”) 


p= TL (t); a = TLa,rm(t)s fUm%mdt = Ome (8) 


wird erreicht, daß auch der von p’ und a’ abhängige Teil der Hamilton- 
Funktion die Gestalt $ © (p2 + k2 a2) bekommt. Die Funktionen u, (t) 
und v„(t) werden dabei wiederum durch die Forderung festgelegt, daß die 
Koeffizienten der gemischten Glieder (p, p,,) bzw. (a, a,) usw. verschwinden. 
Damit ist dann die Hauptachsentransformation vollzogen, und es wird 


H + KR) + 4S (ph + Had). (9) 


See C. Die Entkopplung von Teilchen- und Feldgrößen 
Die gewiinschte Gestalt der kanonischen Transformation nach B.2 ge- 
winnt man aus der erzeugenden Funktion *) 


= a(RP’) +f(R, Ble) p*)dr + [(P',C (x) a’) dr +f (p* a’) dr. (10) 


5) Zu den kanonischen Transformationen in der Feldtheorie vgl. unten Anhang 1. 

6) Im Falle X = 0 stimmt diese Transformation mit der von v. Kampen, |. c.?), 
angegebenen überein, nur wird sie dort nach der Fourier-Transformation durchgeführt. 

?) Diese Entwicklung ist ebenfalls eine kanonische Transformation. T p, u, (t) 
bedeutet Transversalteil von p, «, (t), vgl. dazu unten Anhang 2. Das T-Symbol muß 
hier stehen, weil p’ und a’ (vgl. (12)) definitionsgemäß transversal sind. 

_ §) Vgl. unten Anhang 1. B(r) und C(t) sind (zunächst beliebige) Tensoren, B+ bzw. C+ 
die dazu adjungierten Tensoren (es gilt für beliebige Vektoren v, 1: (v, Bw) = (m, B*+p)). 
Man hätte in (10) statt) des Terms [ p* a’ dr auch ff p* (r) 7 (t, r’) a’ (r’) dr dr’ schreiben 
können, vgl. Anhang 1. Das würde jedoch nur bedeuten, daß man für die Entwicklung (8) 
ein anderes Funktionensystem zu nehmen hätte. Ebenso hätte man statt a(R, ®’) 
auch (R, A ®’) schreiben können, wo A ein ortsunabhängiger Tensor ist. Da aber die 
Hamilton-Funktion keine konstanten ortsunabhängigen Vektoren enthält, und daher 
keine Raumrichtung ausgezeichnet ist, wäre ein solcher Ansatz unzweckmäßig. 
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mit W = [wdr Unte 
a* — =—q'— R 4 milt 
=aR+ fC (v)a' dr 
= — = — — OF 
ow 
B= +S Ble) p* ae. 
Wegen div a* = 0 und div p* = 0 wird man zweckmäßigersweise auch — 
diva’'=0, div p’=0 (12) Dan 


itt $= (a—f BC+dr) ¥'—fBy'dr 
1 Feri 
a* = —(1-— Br - 
er Diese Transformation läßt sich für den vorliegenden Zweck sofort verein- 
__ fachen : da sie die neuen Feld- und Teilchengrößen entkoppeln soll, muß a’ = 0 den 
and p’ = 0 eine mögliche Lösung sein (vgl. auch (8) und (9)). Ko 
ss Dann wird p* = — C+ %’ und a* = — (1/a) B+ R’. Nun ist aber 
a* = — (1/4 2) (öp*/öt) = (1/4 Ct 
Wegen (9) gilt = — K* R’ und folglich 
ar = — (1/a) B+ 
Damit wird schließlich aus (14): A 
D 
Wir betrachten nun zunächst "Pall des freien Blektrons, d.h. die 


‘ 
' 
i 
{ 
4 
ä 


H. Steinwedel: Dipol-Homiltonjunktion des freien und gebundenen Elektrons 211 


Unter Berücksichtigung von (13) ergibt sich durch Einsetzen in (7) die Ha- 
milton-Funktion 


H = —eC*(0)) PP + {p’ (0)? 


(11) 


(12) Damit die beiden letzten Glieder muß 


(13) ölr) (18) 
sein. (18) hat die Lösung?) SER, 
Bey 
(14) lim CR’ = —-2 —lim> = 
r>0 4a 3 r>o 
Ferner muB gelten (vgl. (17 
ER damit sind die gemischten Glieder (p ®') ze Des weiteren soll der 
Koeffizient von ®’? gleich $ werden: 
1 1 1 
Aus (20) folgt 
Somit erhält man aus aa schließlich die Susativen:Taadiiee: | 
+ +. = {p’ (0)}? + {(4 a)? + (rot p’)?} dr. (23) | 
Aus (22), (20) und (19) ergibt sich ferner 
(18) + = (24) 
r>0 


Dabei ist lim 2 e2/3 r = dm die ,,elektromagnetische Masse‘, und m + öm = M 
die beobachtbare Masse, und die Transformation (16) bedeutet im wesentlichen 

a die von der Feldtheorie her bekannte ‚‚Massenrenormierung‘‘!°). Dabei muß 
natürlich für das hier betrachtete punktförmige Elektron die ‚mechanische‘ 
Masse m gegen — co gehen, da dm gegen -++ costrebt und M endlich ist. 


*) Die allgemeine ie von (18) lautet natürlich 
C+ PB = — (y/4 x) + A, 
wobei X ein beliebiger ortsunabhängiger Vektor ist. Da jedoch das er 


Feld im unendlichen verschwinden soll, muß X = 0 sein. 
10) Vgl. dazu z.B. N. G. van Kampen, 1. c.3); H. Steinwedel, 1. c.}). i 


(16) 


‘ 
= 
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Für den Fall K +0 erhalten wir dagegen durch Einsetzen ' von (15) in 
(7) die Hamilton -Funktion: 


+ ser ® 


C )afar+ 5a ca dr}? 
1 faK? 
2m\42 


1 [ey de + ep’ 


(0)| de + ep" (Oy 


and. 


dr + ke fare). a’ de. 


Damit wieder die gemischten Glieder zum Verschwinden gebracht werden 
können, muß nunmehr 


AH = y TP’ H(t) — w Ct 
sein. (26) hat die Lösung!!) 


4n 


Der Bequemlichkeit halber sperren wir das System Elektron + Strahlung 
feld in einen kugelförmigen Hohlraum vom Radius Z ein und verlangen als 
Randbedingung 

a (L) = p (L) = 0, (28) 


wobei wir L als sehr groß annehmen2). Es ergibt sich dann 


in ei gemischten Glieder aus der Hamilton Funktion | (25) —— 
muß dann gelten: 


ee 1 ak? y? L ak 


1). Die allgemeine Lösung von (26) lautet natürlich wieder C+ B’ = — (y/4m)T 
(#P’ cos V ur/r) + T (Asin Vu r/r), wobei X wiederum ein beliebiger Vektor ist, vgl. 
jedoch Anm. 

12) Dadurch werden unötige Komplikationen vermieden, die sonst insbesondere im 
Zusammenhang mit den Randbedingungen und Normierungsfragen auftreten würden. 
Zweckmäßigerweise setzt man auch VuL =(» +4), » ganzzahlig, damit (27) die 
Randbedingung bereits erfüllt. 


We 


(30 


unc 


J 
= 
u 
= 
age 
| 
: ay: 
H fs Se 
= 
— 
de 
© 
(4 
. 
A 
R 
m 
{ 
! D 
k 
= 
n 
A 


Wegen (9) (Faktoren von ®’? und i?) wird ferner: Oe: come 


1 aK? y? L 2 2 
-7,°(0) = : (33) 


(30) und (34) sind identisch) und liefern mit (31) bis (33) schließlich: 


und wie oben im Fall K = 0 ied 
M=m-+tea((0) = m + dm. 
Jedoch ist jetzt 
CX’ Lip Cty (37) 
“ir, 


Schließlich ergibt sich für die Hamilton -Funktion DEAN 2 
+ + (rot pdr 

2 87 
K? 


1 (aK? 


{f Ca’ dr}? 


D. Die Entwicklung der Feldgrößen nach einem vollständigen Funktionensystem 


Die Entwicklung (8) ist eine kanonische Transformation mit der erzeugen- 
den Funktion 15) 2570: 


(40) liefert zunächst 


(40) 


h 
a, = fa’ u,(x) dr. 


13) Diese Identität besagt, daß man in der Hamilton-Funktion den Faktor K*/2 von 
%” (vgl. oben B. 2) gar nicht hätte festzulegen brauchen; er würde sich aus (30) auto- 
matisch ergeben. 


14) Normalerweise soll L > 3 M/e?K? sein, jedoch gilt, wie man sieht, lim a = VM : 


Damit gehen im Limes K — 0 sämtliche Gleichungen, wie es sein muß, in die oben für 
K = 0 hergeleiteten über. 

__ 1) Im Integranden von (40) muß das T-Symbol stehen, weil a’ bereits transversal 
ist und der Longitudinalteil von _¥ p, u,, somit keinen Beitrag liefert; außerdem soll p’ 


n 
natürlich auch transversal sein. Die Entwicklung (41), (44) ist eigentlich als Entwicklung 
nach Kugelfunktionen aufzufassen. Wegen der Dipolnäherung sind jedoch nur diejenigen 
Feldanteile mit dem Elektron gekoppelt, die proportional zur nullten Kugelfunktion sind 
(alle anderen Anteile verschwinden für r = 0). Die höheren Multipolwellen sind also 
unabhängig von der Bewegung des Elektrons und werden daher nicht aufgeführt. 


= 


= 


9 
A 
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(15) in 4 | 
(25) 
2 
verden 
(26) 
(27) 
lungs- 
(28) 
(29) 
(41) 
inden, 
2) 
(30) 
(31) 
(32) 
t, vgl. 
ere im 
rürden. 
7) die 
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Bezeichnen wir das reziproke Funktionensystem mit v,,, so gilt (Definition) 
Un % dr = (t) (t') = 6 (t—r'), (43) 
und daraus folgt 


m 


Für u,(t) und v,(t) muß wegen der Randbedingung (28) dann gelten 
u,(L)=0, v(L)=0. (45) 
Wir betrachten zunächst wieder den Speziallfall X = 0, d.h. die Hamil- 


ton-Funktion (23). Da a’nur quadratisch und unter dem Integralzeichen auf- 
tritt, müssen wir hier ein orthogonales Funktionensystem wählen, also 


u,, (t) = (tr). k (46 
muß 
Au, + Bu, =e, (tr), (47) 
damit die aus {p’ (0)}? entstehenden gemischten Glieder (p, p,) kompensiert 
werden können. Daraus folgt zunächst : 


sin(,r— m) 
WER, 
&, = 4x8, sin Nn: 


Aus on dts folgt ferner wegen (46) fürn = m 
Bi 
Jf =1=22L—, 
0 Xn 
und für » + m unter Berücksichtigung der Randbedingung k, L — y, = 12 


dr = 0 = fein nm) _ ein (tn + 


L 
J sin (k,r—n,)sin (k,, r — 


und daraus 
k,, cotg y,, = k,, cotg y,, = const = x. 


Wegen der Randbedingung sind die Eigenwerte k,, gegeben durch die Wurzeln 
der Gleichung 
tek L = k/x, 


Den Wert von x erhält man schließlich aus der Forderung, daß die Koeffi- 
_ gienten der gemischten Glieder verschwinden. Das ergibt zunächst mit 
lim 2 e2/3r = dm 


r>0 


und 


80 | 


M 


bei 


1 
= 
E 
= 
: 
(22 
¥2 
nic 
\r 
Wi 
x0 
mi 
Nt 
(50) 
| 
m 
2 
| 
D 
| 
ZN k, cos — (e+ 1) sin "nj = 0, 
“ n 38 ’® 


und daraus folgt mit M = m + dm ER Ee eee 
k, cotg Nn = 3 M/2 e, 5 (53) 


urch 
68) 
und die ursprünglichen Feld- bzw. Teilchengrößen erhält man aus (16), (19), 


3B’ 


(56) 


(42) 2 
yensiert 
Im allgemeinen Fall K + 0 sieht man sofort, daß das Funktionensystem 
nicht orthogonal sein darf, wenn die gemischten Glieder verschwinden sollen. 
Wir können jedoch Gl. (47) und (48) unverändert iibernehmen"™*). Setzen 
wir (42) und (44) in (15) ein und setzen ® = ¥’ = p,, = a,, = 0 fir m + 2, 
so daß also nur a, und p, von null verschieden sind (nach (9) ist das wieder eine 
mögliche Lösung unseres Problems), so ergibt sich 
p* = —T Pn u 
3 
a* = (1-7, Cf de C) Va, »,. 


— (1/42) (ap*/at), p, = — k2 a,, folglich 


(48) 


n 


= — 77a, 
4n 
2 
-Besarc) ray, =27 4,8 
Multiplikation dieser Gleichung mit C und Integration liefert mit (30) und (38) 
3 3M 


Daraus ergibt sich mit (48), (28) und (36) BISCHEN 
rg 4L e3 K2 


Damit folgt dann aus (58) 


u- 
( n 3 ur. "In 


“) Es hat zunächst den Anschein, daß hier die Beziehung (47) bzw. (48) nicht ein- 
deutig gefolgert werden kann. Wenn man jedoch berücksichtigt, daß für eine einzelne 
Eigenschwingung (vgl. (57)) die r-Abhängigkeit des Strahlungsfeldes die Gestalt (48) 
haben muß, ist dieser Ansatz der einzig mögliche. 


k, cos K r 


> 
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finition 
so daB 
(44) 
(45) 
H a mil- (22) (46), (48) und (52): 
46 1 
Nun ist abe | 
(50) 
urzeln = 
(51) 
(52) 
9) 
oeffi- 
1 


also 
EN 2 K2 e? k, cosKr 
(uw, = 3 COS 7), r ) 


Nun soll f v, u,, dt = 4,,,, sein, also für n + m 


| sin (k,, T — nn) {sin (k,, r — ,) -;K’z COS Ka K dr 


_ 1 fein — nm) SiN (Mn + 2 


ky 
"n K?— COS Nm = = 0. 
Multiplikation mit (k? — k},)/(k, k,, cos n, COs 7,,) liefert 


tg Nn tg Nm 


— 

und daraus folgt 


sin (k,r — n,) Isin (k, r—,) — 14 er cos 7], Kridr 


alt +43 ok Ka. £08" In km 


(K? — ke = Pr L= l, 


und somit ergibt sich endgültig ) 


) 
v /3 ky sin (k, rm) rs cos cos K r} 
r 3 M K? “ES 


Die Konstante x erhält man wieder aus der Forderung, daß die Koeffizienten 
der gemischten Glieder (p, p,,,) in der Hamilton -Funktion (39) verschwinden. 
Unter Berücksichtigung von (61), (47) und (24) ergibt sich mit 
rn 2 sinn, 
T P, Up (0) = B, k, COS — lim — ! ) 
r>0 3 r 
öm .. 
B,, (5 k, cos — sın Mn) 
17) Interessanterweise ist v, = 0 für k, = K. Nach (58) muß dann auch «, für k, =K 
identisch verschwinden, was nur möglich iat ist, wenn f, = 0 fiir k, = K ist. Daraus folgt, 
daß k, = K trotz (61) kein Eigenwert ist, und daß das F unktionensystem (63) bereits 
ohne die Funktion cos Kr/r vollständig ist; vgl. dazu auch N. G. van Kampen, l. ce), 


Appendix A 6. (Die dortige Beziehung (A 21) ergibt sich ohne weiteres aus der Entwick- 
cos Kr/r = N Un mit a, Son (con 


für d 


Dara 


Wir 


und 


Wie 


in ( 


(64) 


Aus 
wir: 
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= 
(60) 
> 
7 
= 2 e k2( 1 1 ) 
= 
= 
2 
62) 
| 
D 
x 
u 
4 
a: 
Aes 
! 


| 


(63) 


ienten 
‘inden. 


für den Koeffizienten von p, p,, Pa B» 


(k,, sin 9], COS kj, sin Nm COS Nn) 
2 
+ M sinn, sinn, + ky key 608 Ny cos 

e m ex 

ed G (km sin 7), COS + k, SIn COS Nn) 

3 m kn COS 7), COS Nm (1 2 .) 

+3(1-335 „) km sin „608 + k„sin Nm ©08 


Daraus folgt ‚wie oben 
x = 3 M/2 e. 


Wir erhalten also endgiiltig das gewiinschte Resultat (vgl. (9)): bi 
n 
und für die ursprünglichen Variablen: 


a=T Pa Un 


Kr 


3 sin 


Wie man ‚sofort si sieht, für K 0 unter von’ (vel. 


in (56) über. 
Die ce fast k, und Phasen n, sind diesmal gegen durch (vgl. (61) und 
em: 


tgk, L = tgn, = (67) 


Aus (14) u ia (6) ergibt sich ferner die zu (66) inverse Transformation. Zunächst 
wird: 


a K? 
—p———_ (7 
a R 


K? 


sarc)a—L eR, 
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(60 
if 
Ir 
=0. 
(64) 
(61) (65) 5 
| 
Krlar 1 „.ı/3 esKr 
(62) (66) 
8 folgt, 
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und daraus folgt mit (42) und (44) a bes sit "| 


21/3 


kz 
1 3 K2 


Daraus lassen sich bei vorgebenen Anfangswerten von p, a, ® und § die An- 
fangswerte von ®’ R’ und der a,, p, ausrechnen. Die weitere Bewegung von 
Teilchen und Feld ergibt sich dann aus der Lösung der aus der Hamilton- 
Funktion (65) folgenden einfachen Bewegungsgleichungen 


a, = = 


und kann mit Hilfe von (66) auf die ursprünglichen Variablen zurücktrans- 
formiert werden. 


E. Selbstheschleunigung 
4 “ Bemerkenswert ist, daßsowohl (55) als auch (67) eine imaginäre Wurzel*) 


(69) 


ky = 1%, 
besitzen, und es wird 2) 


COS Ny = Coj Lx = 
zur > 


“> 


-ır 


K? 


as * Die imaginäre Wurzel führt in der Hamilton-Funktion zu einem Term 
Hy = — 1209) em) 
und die Bewegungsgleichungen 


= Por By = Q4 — 


Ag = 0, exp. (x t) + exp. (— x ft). (73) 


Im allgemeinen Fall (v, + 0) wächst also a, und damit auch pp, R, ®, a und p 
exponentiell mit der Zeit an; es ergibt sich der bekannte und absurde Effekt 


18) Dabei ist L>1/x,x>K vorausgesetzt. 

1) Daß die Eigenfunktionen (70) i imaginär werden, liegt daran, daß in der Hamilton- 
Funktion (vgl. (71)) das Vorzeichen von p3 positiv und das Vorzeichen von x? a5 ‚negativ 
werden Eichen. Würde man H, = — } (pi — x? a3) wählen, wäre i bei u und —i bei % 
zu streic 


£ 
| 
der 
en ku 
ist 
gel 
68) 
to! 
lis 
. bei 
Da 
sof 
die 
we! 
q 
(m 
de 
au 
sel 
= 
au 
Al 
ho 
Me 
tel 
m 
— IE 
| 
| 
Se 
I 
2 
: 


die An- 
ung von 
milton- 


(69) 


cktrans- 


Vurzel®) 


m Term 
(71) 


(72) 


(73) 


a und p 
> Effekt 


milton- 
; 
-+ bei % 


ER 
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der „Selbstbeschleunigung‘‘, der bereits an anderer Stelle ausführlich dis- 
kutiert wurde2). Nur in dem speziellen Fall, daß 


Po = Ap (74) 
ist (dies muß insbesondere fiir die aus (68) zu errechnenden Anfangswerte 
gelten), wird », = 0, und es liegt keine Selbstbeschleunigung vor. 

Aus (73) folgt übrigens sofort eine bemerkenswerte Aussage für die Stö- 

rungsrechnung: Versucht man, die aus der ursprünglichen Hamilton -Funk- 
tion (4) folgenden Bewegungsgleichungen mit der üblichen Störungstheorie zu 
lösen, wobei der Term (e/m) $ a (0) + (e2/2 m) {a (0)}* als kleine Störung 
betrachtet wird, so ergibt sich die Lösung bekanntlich als Reihenentwicklung 
nach steigenden Potenzen von e (bzw. e?). Aus (73) und (66) sieht man aber 
sofort, daß sich die allgemeine Lösung keinesfalls nach steigenden Potenzen 
von e entwicklen läßt?!) ; das gilt selbst für den Fall, daß (74) erfüllt ist, und 
die Lösung durchaus vernünftig ist. Eine solche Entwicklung ist nur möglich, 
wenn p, und a, identisch verschwinden. tee 


F. AbschlieBende Bemerkungen zur Hauptachsentransformation 


Jede einzelne der aus der Hamilton-Funktion (65) folgende ,,Normal]- 
schwingungen‘‘ repräsentiert eine stehende elektromagnetische Welle und 
(wenn man von der Selbstbeschleunigung absieht) eine oszillatorische Bewegung 
des Elektrons. Aus den Phasen n, kann man, wie bei van Kampen näher 
ausgeführt, sofort den Streuquerschnitt für die Streuung einer elektromagneti- 
schen Welle der Frequenz k, am (freien oder gebundenen) Elektron vermöge 


_%s 
ablesen. Auch bereitet der Übergang zur Quantentheorie keine Schwierig- 
keiten, wenn man davon absieht, daß die Lösung der aus (71) folgenden & 
Schrödinger-Gleichung bisher noch nicht vollständig geschehen ist2). Be- 
merkenswert ist aber, daß über die Hauptachsentransformation der Hamil- : 
ton-Funktion ein nichttriviales Problem der Strahlungstheorie exakt (wenn 
auch nur nichtrelativistisch) gelöst werden kann, während man sonst nur 
auf die Störungsrechnung angewiesen ist, an deren Anwendbarkeit man (vgl. 
Abschnitt E) berechtigte Zweifel hegen kann. Außerdem kann man vielleicht 
hoffen, mit einer ähnlichen Methode auch nichtrelativistische Probleme der 
Mesonentheorie zu lösen®), wo die starke Kopplung des Mesonfeldes an die 
Nukleonen von vornherein jede Störungsrechnung illusorisch macht. Der Vor- : 
teil des vorstehend beschriebenen Verfahrens besteht vor allem darin, daß 
man sich hier die wiederholte Auswertung bzw. Aufsummierung unendlicher 
Reihen erspart, insbesondere bei der Herleitung der transzendenten Glei- 
chungen für die Eigenwerte und Phasen (67) bzw. (55) sowie bei der endgültigen 


®) Vgl. z.B. H. Steinwedel, 1.c.!). Dortselbst weitere Literaturhinweise. Die 
unigung ergibt sich auch aus (2), da eine der 3 Wurzeln von (3) reell und 


Darauf wurde bereits vor längerer Zeit von — Rev. 70, 


#) Vgl. dazu H. Steinwedel, 1. c.!). 
®) Kirk Diplomarbeit 


i 
22 * 
| 
4 
(68) 
| 
| 
(70) 
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Form (66) der Hauptachsentransformation bzw. ihrer Umkehrung (68), die gleie 
bei van Kampen nicht angegeben ist. 

Die Transformation (15) mit (27) kann man physikalisch als Subtraktion 
des „‚Eigenfeldes‘ interpretieren #*), wobei das ‚‚Eigenfeld‘‘ hier als stehend 
Dipolwelle erscheint. Diese Interpretation wird durch die besprochene Aqui- 
valenz mit der Massenrenormierung nahegelegt. 

Mathematisch ist die Hauptachsentransformation durch die Entwicklung 
nach dem nichtorthogonalen Funktionensystem (63) interessant, vor allem 
durch die Tatsache, daß in den Endformeln trotzdem nur die u, explizit auf- 
treten 3). 

Der Übergang von den diskreten Normalschwingungen zum Kontinuum Dar 
ist durch Grenzübergang Z > counschwer zu vollziehen, der isolierte imaginäre | ee] 
Eigenwert wird davon natürlich nicht berührt. 


laute 


der | 


unte 
Anhang 1. Kanonische Transformationen in der Feldtheorie 4 
Die kanonischen Transformationen in der Feldtheorie kann man analog Wir 
zu den kanonischen Transformationen in der Punktmechanik hehandeln, wie 
im folgenden kurz skizziert werden soll. ’ 
* Gegeben sei eine Lagrange-Funktion %) 
L(a,ä) = f L (a(x), a(t), rot a (t)) dr. (Al) 
Die Bewegungsgleichungen gewinnt man als Euler-L Marge i- 
chungen aus dem Variationsprinzip 
Ldt=6 f dt [dr (a, rot a) = 0, 
hing 


wobei die N öa(t) für ¢, und i, verschwinden soll. Ferner definiert 
man das kanonisch konjugierte Feld durch 


und bildet die Hamilton-Funktion durch Elimination von a vermöge (A 3) 
gemäß 
Ein 
Das Variationsprinzip lautet nunmehr Be fun 
die 


wobei p und a unabhängig voneinander zu variieren sind. Will man die Variab- 
len transformieren 


p,a>p',a; H(p,a)> K (p’,a’), 


Vgl. dazu N.G. van Kampen, l. e.?). 
25) Das liegt natürlich an der Beziehung (58). wet ee 
2) Zum kanonischen Formalismus vgl. z.B. G. Wentzel, Einf. in die Quanten- 
theorie der Wellenfelder. 


i 
: 
2 
a 
3 
F 
ie 
F 
= 


uanten- 
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geichzeitig jedoch das Variationsprinzip (A 5), das nunmehr er ey 
acy 


8 f dt{fp' a’ dr—K} =0 
ty 


lautet, beibehalten (dadurch wird eine kanonische Transformation defi- 
niert), so dürfen sich die Integranden von (A 5) und (A 6) wie in der Punkt- 
mechanik nur durch ein vollständiges zeitliches Differential eines Funktionals 


der gestrichenen bzw. ungestrichenen Variablen voneinander unterscheiden : 


Damit sich eindeutig auflösbare Formeln ergeben, muß w analog zur Punkt- 
mechanik von einer alten und einer neuen Feldgröße abhängen ; es gibt also 
unter anderem folgende Möglichkeiten: 
ai 


w = w (a, p’); w= w(p, a’). 


Wir wählen zunächst w = w (a, a’) und erhalten 2’) 
— | wdr = | — ädr a’ dt. 
dt | | da + da 


Damit ergibt sich aus (A 7) durch Koeffizientenvergleich: a3 
dw ow 
H (p, a) = K (p’, (A 8) 


Ist w = w(p, p’), so fügen wir in (A 7) noch mi sib nadad ara dot : 


4 fpadr—Z fp’ adr=/[(pa+pa —p'a' ges a’) dr 


hinzu und erhalten wie oben durch Koeffizientenvergleich 
ap ? ap’ ? 
entsprechend ist in den anderen Fallen zu verfahren. Die Transformation (6) 
gewinnt man z. B. mit der erzeugenden Funktion 

w = (aa*). (A 10) 
Eine Verallgemeinerung der kanonischen Transformation auf Probleme, die 
sowohl diskrete als auch kontinuierliche Variable (TeilchengréBen und Feld- 


funktionen) enthalten, macht keine Schwierigkeiten. So erhält man aus der 
erzeugenden Funktion (vgl. (10)) 


B’, a’, p) dr 


die Transformationsgleichungen 


a=— H(p,a)=K(p’,a’), (A9) 


aw aw 
=) Der Einfachheit halber soll w nicht explizit von der Zeit abhängen. a 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 15 | 16 hse 
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Natürlich kann w auch von räumlichen Ableitungen der Feldgrößen abhängen 
oder selbst ein Funktional, z. B. 


w= fa(t) T(t, r’) a’ (r’) dr’ 
sein. Im letzten Falle erhielte man nach dem obigen Verfahren 


P= JT er) a’ dr’ tex 2 
p= Sale) T 2) dr’ 

he 


= 


Dabei ist 7T(r,r’) ein beliebiger Tensor, und T*+(r’,r) der zu T (r, v’) ad- 
jungierte Tensor. Da für den vorliegenden Fall nur die einfachsten linearen 
Transformationen in Frage kommen, soll auf mögliche Verallgemeinerung hier 


nicht weiter eingegangen werden. : 3 


kei 
Anhang 2. Zur Mathematik des T-Symbols 


Bekanntlich kann man jeden ortsabhängigen Vektor ® derart in zwei 
Anteile ®’ und ®” zerlegen, daß 


B= B+ B”, div B’ = 0, rot ¥” = 0 (A 13) 
ist. 
Man nennt %’ = B— 3%’ = TB den Transversalteil von ® und 8” = 
BS — B’ = LS den Longitudinalteil von ®. Die uns hier interessierenden 
Vektoren haben die Form 


r 


® mit » = const. 


Nun ist 
sin(kr—n) + sinn 


r 


r 


= grad divv 


er 


sin (kr — y) + sinn 


— rotrotd 

ky sin (k tot x 

grad div » sin (kr — y) + sin 7 

r r k? r (Au) 
„ein (k grad) grad ( sin + sinn 


r 


Für k = 0, » = — 2/2 wird speziell 


T- =. + lim grad div v 
k>0 


v 


Au 
die 
sch 


so 


ist 
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ER Aus (A 15) folgt ferner, daß das T-Zeichen für die hier betrachteten Vektoren 
die Eigenschaften eines symmetrischen Tensors hat, mit anderen Worten, 


ig = T(t)», 


ist 


(w, 7 (t).v) = (v, T (rt) w). = 

E 
Da das über den gesamten Raum integrierte Produkt aus einem rotations- ay 
freien und einem divergenzfreien Vektor verschwindet, ‘gilt 


f Tou(t) T w v(t) dt = w(t) T w v (t) dr. 


) ade Ferner ist 
jin (kr—n) fein (kr —n) sin(wr—) 
ig hier r r r r 
1 /sin (kr — sin (or —C) + sind 
4 | grad (v grad ox —— )ar. 
nt 
ae Das letzte Integral läßt sich umformen zu Sıralto 
zwei -3 n) (v gra ad (wr + sin =) 
wo) r r Or r or r 
2; | er sin r— Mor (or + sind a 
renden 
[ sin (kr — n) sinwr— 
Folglich ist t 
in (kr — 2 i — n) si 
ir Sin ( sr r— (0. w) / sin n) ¢) de. 
Wegen (A 17) 
| A— = (t) = grad div —— al 
ist 
1 
T (t) = ;„rot rot = Ölt) grad div 
3x (vr) v (A 18) 
Ba =v d(r) + ia( 3)- 
ath 
ona: Bonn, Physikalisches Institut der Universitat. al ze... 
der Redaktion | eingegangen am 18. 1964. 
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Jonisation und Energieverlust von Aipha-Telichen me 

in verschiedenen Gasen 

Von W.Riezler und A. Rudloff 

ety 

11 Abbildungen Me 

Es wird eine Meßanordnung beschrieben, die es ermöglicht, das Brems- ul 

vermögen von Gasen für «-Teilchen mit dem Bremsvermögen einer Glimmer- Pr 

folie in Abhangigkeit von der Restreichweite zu vergleichen. Die Ergebnisse | 

erlauben auch einen Vergleich der verschiedenen gemessenen Gase unter re 
einander. 

cute bei 

pal 

An Hand von Messungen der spezifischen Ionisation, sowie des Brems- on 

vermögens der durchstrahlten Gase wird in vorliegender Arbeit der Zusammen- > 


hang zwischen Ionisation und Energieverlust von «-Teilchen untersucht. 
Anlaß zu diesen Untersuchungen gaben die Arbeiten von Jesse, Forstat 
und Sadauskis!), die nachwiesen, daß die lange für verbindlich gehaltene Di 
Energie-Reichweite-Beziehung E(R;,) (R, Restreichweite eines «-Teilchens der | jed 
Energie E in Luft) von Holloway und Livingston?) nicht exakt gültig ist. | ve 
Die wesentliche Voraussetzung nämlich: J proportional E (J Gesamtionisa- 
tion), die zu dieser E( R,)-Beziehung führte, ist ebenfalls nicht streng erfüllt. 


II. Die Meßanordnung, Präparatherstellung 


Die zur Durchführung der Messungen benutzte Apparatur zeigt Abb. 1. 
In einem vakuumdichten Topf befindet sich das mittels einer Schraube in 
vertikaler Richtung verschiebbare Polonium-Präparat P. Dem Präparat ist 
eine Lochblende LB vorgesetzt, die ein hinreichend paralleles «-Strahlbündel 
ausblendet, so daß die Anzahl der sekundlich in die Ionisationskammer J 
einfallenden «-Teilchen unabhängig vom Abstand Präparat/Kammer ist. 

Die Außenelektrode von J ist eine sehr dünne Goldfolie (0,188 mg/cm’), 
die auf dem Potential U, = —50 V gegen die durch den Erdungsstift E 
geerdete Innenelektrode liegt. Letztere ist durch eine bernsteinisolierte Zu- 
führung direkt mit der Nadel eines Lindemann -Elektrometers verbunden. 

Die Zuführung wird von einem Influenzierungsring J umschlossen, an den 
eine variable Spannung 0 < U; < 2 V angelegt werden kann. 


1) W. P. Jesse, H. Forstat, Physic. Rev. 78, 926 (1948); 74, 1 (1948); W. P. Jesse 
u. J. Sadauskis, Physic. Rev. 5, 1110 (1949); 76, 163 (1949); 78, 21 (1950); W. P. 
Jesse, H. Forstat, J. Sadauskis, Physic. Rev. 77, 782 (1950). 
2) M. G. Holloway ı u. M. 8. ‘Physic. Rev. 54, 
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Weiter bezeichnet G eine Glimmerfolie (0,72 mg/cm?), die in den Strahlen- 
gang geklappt werden kann und zwischen LB und J verschiebbar ist. 
Die zu untersuchenden Gase werden durch den Ansatzstutzen A in den 


Topf eingeleitet und der Gasdruck durch ein ebenfalls über A an den Topf 3 
angeschlossenes Hg-Mano- 
sung wird der Druck so ge- Na 
"Teilchen bei diesem Druck = 
etwas kleiner ist, als der (fortis ioe 
Kammer, daß also beidieser = rah anh 
Präparatstellung gerade noch A ben 
kein Ionisationsstrom fließt. 
Die Herstellung des Po- A’ 
Jbnisse | Präparates geschah nach der 2/ | 
pe von ErbacherundPhilipp*) „, 
angegebenen Methode. Wie sv 
betrug die Aktivität des Prä- 
Br parates 2,1 mC. Aus der Abb. 1. Die Apparatur tiga 
Kenntnis der Präparatstärke 
aa und den geometrischen Abmessungen der Lochblende ergibt sich die Zahl N fi 
Bun der sekundlich in die Kammer einfallenden «-Teilchen zu: 
orstat N = 1350 [sec]. 
ıaltene | Die genaue Kenntnis von N ist im folgenden nicht erforderlich, sein Wert wird 
ons der jedoch durch unabhängige Messungen der spez. Ionisation und des Energie- 
tig ist. verlustes gut bestätigt (s. unten). 
ni II. Die untersuchten Gase 
Es wurden die in Tabelle 1 angegebenen Gase untersucht. Soweit Angaben : 
über die prozentuale Zusammensetzung der Gase seitens der Lieferfirma vor- j 
Tabelle 1 
ube a Ne 99,7%, 0,3% He ul enh Ton [ 
rat ist A 98%, 2% N, Hina all 
bündel Spektralrein ne web ine ganlisiteV 
J Xe spektralrein 
NH, 100%, tet aadoloe with 
te Zu- co 98,8%, 1,2% CO, ah 
CO, 99,4%, 0,6%, Luft 
unden. NO 94,5%, 5,5% NO, 
an den NO  =M=48,7 
CH, Hy, 1,1% Ny, 0,4% 04, 0,5% CO, 0,2% 0H | 
0,26 
48 
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lagen, sind diese in der Tabelle eingetragen. Bei Gasen unbekannter Zusammen- 
setzung wurde eine Gasdichtebestimmung (Wägung bei gegebenem Druck, 
Temperatur und Volumen) vorgenommen und daraus das Molekulargewicht M 
oe des Gases ermittelt, was eine Abschätzung seines Reinheitsgrades ermöglicht, 


IV. Meßmethode und Messungen 
1. Braggkurve und spez. Ionisation 


Der durch das «-Strahlbiindel in der Kammer in Ionisationsstrom 
j(r) (r Präparat/Mitte der Kammer) bewirkt — nach Lösen des Erdungs- 
_ stiftes — eine negative Aufladung der Innenelektrode. Diese Aufladung und 
das damit verbundene Auswandern der Elektrometernadel wird durch Anlegen 

und kontinuierliches Vergrößern einer Spannung U, am Influenzierungsring 
kompensiert. Ist r die Zeit vom Beginn der Messung bis zum Erreichen der 
vollen Kompensationsspannung U;max; 80 berechnet sich der Strom 7 nach 


(€ = 1,07 pF Kapazität Zuleitung — Influenzierungsring). 
Aus j findet man die spezifische Ionisation i des «-Strahlbiindels in einem 
Gas unter dem Meßdruck p und der Temperatur t: 


ir) = j(r)/d, (2) 
wo d = 3mm die Kammertiefe bedeutet. 

Da die Reichweite der «-Teilchen der Gasdichte umgekehrt proportional 
ist, erhält man die spezifische Ionisation unter Normalbedingungen, indem 
man alle Längen in (2) mit 


p 1 

: 760 + (t— 1b) (« 

multipliziert. (Künftig sind alle Längen stets unter Normalbedingungen zu 

verstehen.) 

: Die so reduzierte Funktion i(r) ist als Braggkurve bekannt (Abb. 2—4). 

Sie resultiert aus einer Überlagerung der Ionisationskurven der einzelnen 
Teilchen des Bündels. Diese besitzen im Abstand r vom Präparat nicht 

alle dieselbe Energie und Restreichweite. Beide weisen vielmehr eine statisti- 
sehe Verteilung auf, der zufolge auch die Beiträge der einzelnen «-Teilchen zu 

 i(r) statistisch verteilt sind (s. Anhang). Wie dort gezeigt wird, läßt sich 

aus i(r) die spezifische Ionisation eines ,,mittleren «-Teilchens‘‘ errechnen. 
Ein solehes ist dadurch ausgezeichnet, daß es stets die mittlere Energie E(r) 

der statistischen Verteilung und damit such eine genau definierte mittlere 
Reichweite r, besitzt. 

5 Die in Abb. 2—4 ebenfalls aufgetragenen u) geben den N-fachen Betrag 

der spezifischen Ionisation eines mittleren «-Teilchens im Gase x an. Die 

mittlere Reichweite r,, der «-Teilchen ist gleich dem Präparatabstand, bei 

dem i, Null wird. Legt man in diesen Punkt den Umprung einer Koordinate 


4 R, die mit r, durch die Transformation 


Abt 
(ges 
bers 


(3) 


Ry = 


a 


— 
Ry 
d 
in A 
- 
€ 
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en zusammenhängt, so erhält man i, als Funktion der mittleren Restreichweite 
rue R; 

ht M R,ist in den Abb. 2—4 aus Gründen der Übersicht nicht aufgetragen. Wie 
licht, in Abse -hnitt IV, 3 gezeigt wird, lassen sich aber experimentell die Beziehungen 


R, = R,(R,) (R, Restreichweite in Luft) (4) 


2inem 


(2) 


tional 
ndem 


en zu 


2—4). 
‚elnen 
nicht 
atisti- 


'hnen. 
! 0 35 40 
> E(r) : 


ittlere 


1, bei 


linate Abb.2, Braggkurve: i, spez. Ionisation i, proportional dem spez. Energieverlust +, 
(gestrichelt). Die Kreuze skizzieren den nach der Betheformel [Gl. (10a), Abschn. V, N 
(3) berechneten Verlauf von i,. Ordinate: [10-* A/mm]; Abszisse: r [mm] Abstand Prä- 
Rılmm] Restreichweite auf Luft 
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finden, die aussagen, welche Restreichweite ein gleich energiereiches «-Teilchep 
in em hat, wenn es im Gase 2 noch die Strecke R, gpa 08 haan. Daim 
Wir 


‘mo 


20 


BL: 


f: 


= « Der 


folgenden die Luft stets als „Bezugsgas‘ zu dienen hat, ist es zweckmäßig, 
R, an Stelle von R, in Abb. 2—4 aufzutragen. So gewinnt man die Funk 
tionen i,(R;). 
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Es sei darauf hingewiesen, daß die R,-Achse in äquidistanten Einheiten 
aufgetragen ist, die r,-Achse dagegen nicht, da die Gi. (4) keine linearen 


2 


Abb. 4. Wie Abb. 2 


Fehlerbetrachtung: 

Der Fehler von i berechnet sich nach (1) und (2) einerseits aus den Fehlern 
der Apparatekonstanten (C, U;max; d), andererseits aus dem Fehler der 
Zeitmessung t. Letzterer bestimmt die Genauigkeit des inneren Verlaufs der 
Braggkurve und ist für das folgende besonders wichtig. Sein Anteil zum 
relativen Fehler ergab sich für alle Gase zu | Ai|/i <1%. ware 


2. Gasäquivalent und Äquivalentgewicht 
Das später benötigte Bremsvermögen eines Gases läßt sich aus der Messung 
des Gasäquivalentes einer in den Strahlengang eingebrachten Glimmerfolie 
ermitteln ®). 
Unter dem Gasäquivalent A, einer Folie versteht man die Gasstrecke, 
längs der ein «-Teilchen den gleichen Energiebetrag einbüßt, wie beim Durch- 


‘) W. Riesler, Ann. ~— 35, 350, 354 (1939). 
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gang durch die Folie. Zur Messung von A,(E) bzw. A,(R,) wird im Anschluß 
an die Aufnahme der Braggkurve die Glimmerfolie in den Strahlengang ge- 
klappt und das Präparat in einen solehen Abstand r’, von der Kammer gebracht, 
daß der gemessene Ionisationsstrom j im unteren Drittel des Steilabfalls der 
Braggkurve liegt. Zu diesem Strom j gehörte ohne die eingeschaltete Glimmer- 
folie ein Präparatabstand r, >r/. Folglich ist 


A, = (5) 


das Gasäquivalent der Folie. Verschiebt man jetzt die Folie in dem Bereich 
zwischen Blende und Kammer, ohne die Präparatstellung (r/,) zu verändern, 
so mißt man in jeder neuen Folienstellung einen anderen Strom j, zu dem ein 
etwas anderer Wert r, gehört. Nach (5) ändert sich also auch A,. Wegen der 
großen Empfindlichkeit von 7 gegen Änderungen von r, am Steilabfall kann die 
schwache Veränderlichkeit von A, dennoch sehr genau aufgenommen werden. 

Jetzt ist noch der zu A, gehörige Wert R, zu bestimmen. Die Restreich- 
weite R, der «-Teilchen beim Eintritt in die Folie ist: 

RL =%2—8 (s Abstand Präparat—Folie). 

Beim Austritt aus der Folie hat die Restreichweite grade um den Betrag 


A,(R,) abgenommen, beträgt also nur noch 
q 
Als Restreichweite am der Folie muß daher 


R, 
eingesetzt werden. 


. 5.  Aquivalentgewichte ng | ; Abszisse: Restreichweite R,[mm] 
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Betrag 


gwicht definiert durch | 

G, = (7) 
anzugeben. Gy = 0,72 mg/em? Gewicht pro cm? der Folie. Wird A, in mm 
angegeben, so bedeutet G, das Gewicht pro em? einer Folie, die der Gasstrecke 
von 1 mm äquivalent ist. 


7 2 
Abb. 6. Wie Abb. 5 


Die G, sind in den Abb. 5, 6 als Funktionen von Kz eingezeichnet. Die dort 
eingezeichneten Fehlergrenzen kennzeichnen den Fehlerbereich einer Gesamt- 
kurve (2|4,G|) bzw. den des inneren Kurvenverlaufs (2 |A,G)). 


8. Das relative Bremsvermögen 


Unter dem Bremsvermögen eines Gases x relativ zu Luft versteht man den 
d.h. das Verhältnis des Energieverlustes pro mm Gas zum Energieverlust pro 
mm Luft bezogen auf «-Teilchen gleicher Energie E. Anstatt auf E kann man 
(8) ebenso auf die E entsprechende Restreichweite in Luft beziehen. Zudem 
läßt sich (8) erweitern zu 
dE/dR,| dR A @ 
dH/dR,\r, @R,\R, Ae Rı Rt 
Um gemäß (8a) das bisher nur als Funktion von R, bekannte G, auf G,(R;) 
umrechnen zu können, müßte die Transformationsgleichung (4) bekannt sein. 
Da diese jedoch erst noch bestimmt werden muß, ist folgendes. Näherungs- 


(8a) 


i 


| 
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Be 


verfahren nötig: Man ersetzt B,(R,) durch seinen bekannten Mittelwert 


B = rzolfg.. Dann tritt an Stelle von Gl. (4) er 
R,= R,/B, (nullte Näherung). (4a) 
Mit (4a) wird aus G,(R,) die Funktion Gi(,) gebildet und daraus 
G,/Gz|n, = B,(Ry) = |R,- (8b) 
Integration von (8b) liefert: 
aR, | (1. Näherung) 


Die 2. Näherung erhält man, indem man aus @,(R,) mit (4b) GZ(Rz) bildet 
und das Verfahren wiederholt. Bei den meisten Gasen genügt die 2. Naherung, 
Die 3. Näherung liefert dam 


mer} im „Rahmen der Zeichen- 
1} - genauigkeit keine Abweichung 


von der zweiten mehr. 

Die Funktion R,(R;) ist 
aus Gl. (4b,¢..) wegen der 
Begrenzung des MeBbereiches 
durch die Präparatblende je- 
weils nur bis R, < 25 mm be- 
rechen bar. Sie läßt sich jedoch 
wegen ihres nahezu geradlinien 
Verlaufes leicht bis zu ihrem 
bekannten Endpunkt (79,, tj) 
interpolieren. Damit ist dam 
auch B,(R,) über R, = 25mm 
hinaus ohne Willkür fest- 
gelegt (Abb. 7, 8). Der dort 
eingetragene mittlere Fehler 
bereich 2 |AB| wurde aus den 
mittleren Gesamtfehlern | 4G, 
und errechnet. 


Libr 


4. Der spezifische Energieverlus, 
Energie-Reichweitebeziehung 


10 20 R, Nach Gl. (8a) erhält ma 
Abb. 7. Ordinate: Bremsvermögen B relativ zu den spezifischen Energiever 


Luft; Abszisse: Restreichweite R,[mm] lust (dE/dR,)p, im Gase ı, 
wenn man außer B,(R;) noch 

(dE/dR,)r, kennt. Legt man die in Abschnitt V, 3 diskutierte Energie 
Reichweitebeziehung für Luft von Jesse und Sadauskis!) zugrunde (Abb.9) 
so ist auch (dE/dR,)r, vorgegeben und damit 


(dE/dR,)R, = % (Rı) (9 
berechenbar. Die Funktionen i,(R;) sind in Abb. 2—4 als gestrichelte: Kurve 


ufgetragen. Uber die Bestimmung der Konstanten c, s. Abschnitt VW. 
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Mit Hilfe der zugrunde gelegten E— R,-Beziehung und den Gln. (4) kann © 
man außerdem die R, entsprechende Energie finden: man entnimmt den 
Gin. (4) zuerst das zu R, gehörige R, und dann aus Abb. 9 die Ry entspre- = 


8 yal 8 

en 


10 10 2 

{ Abb. 8. Wie Abb. 7 


V. Auswertung der Messungen. Theorie 
1. Vergleich mit der Bethe-Formel. Die Größe I 
Im allgemeinsten Falle beschreibt nach Sauter) die Formel 


2nNZed 4 m? (E? — m? ct)? 


den spezifischen Energieverlust eines spinfreien Teilchens. In (10) bedeuten: 
B, = m,c?/(1 — B's = m,c? + E die Gesamtenergic des stoßenden Teil- 
chens, m, seine Ruhmasse, e, 5 
seine Ladung, m Elektronen- 4 
masse, e Elementarladung, N 5} 
Zahl der Atome/cm?, Z Ord- R 
nungszahl und Z/ mittlere An- 
regungsenergie der Bremssub- > 
stanz. 


Bei nichtrelativistischer 5 “nies (a 
Reehnung (der dadurch ent- 
stehende Fehler ist für unseren Hit 


Energiebereich <2°/,9) läßt sich 75 7 7) 
Energie — Reichweite-Beziehung in 


Abb. 9. 


Luft nach Jesse und Sadauskis. Ordinate: 
Restreichweite Abszisse: Energie E 
- [MeV] 
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(10) auf die einfache Form: 
ER bringen, wo Z die gemittelte Zahl der Elektronen pro Atom, n die Zahl der § /5" 
Atome pro Molekül und und 
je: In (10a) ist E in MeV, dE/dR in KeV/mm, I in eV angegeben. sti 
a In (10a) ist lediglich die Konstante K wegen der in ihr enthaltenen Größe Mes 
_ -‘Tunbekannt. K wird jeweils so bestimmt, daß (10a) möglichst gut auf die a 
gemessenen d#/dR der verschiedenen Gase paßt. Einige nach (10a) berechnete tie 
ss (und gemäß (9) durch c, dividierte) Werte sind in Abb. 2—4 durch Kreuz is 
eingetragen. Die (10a) zugrunde liegenden Konstanten Z, n, J findet man in lis 
Tabelle 3. ‘ 
Vergleicht man den theoretischen mit dem gemessenen Kurvenverlauf 
(also mit den i, „(R,)),so fällt zunächst auf, daßdie Übereinstimmung bei großen Dar 
Ser  Restreichweiten gut ist, während sie zu kleinem R hin zunehmend schlechter für 
wird. Schlecht ist sie ebenfalls bei Gasen mit großem Z. (Vgl. A, Kr, Xe) Ein 
RE Beides ist unmittelbar erklärlich, denn Gl. (10) ist unter der Voraussetzung (Hi 
v > (11) 
abgeleitet, wo v die Geschwindigkeit der «-Teilchen bedeutet. 
he A Tabelle 2 gibt die nach (11) berechnete untere Grenze von v bzw. E für ver- 
_ sehiedene Z an, bis zu der unsere Bremsformeln gültig sind. 
EN, Praktisch geben aber die Gln. (10) und (10a) den Energieverlust auch 
ss noch für wesentlich kleinere «-Energien wieder. Beispielsweise soll fir} den 
0. Z=7, in dessen Umgebung die meisten der gemessenen Gase liegen, 
Tabelle 2 Tabelle 3 
Z |vmin = Ze?/h| Emin (MeV) Gas Bod | Z(eV) 
219. 2 7,22 12,93 
oe 10 21,89 10 Xe 1 54 8,50 
ages 18 | 39,40 32 Bu 2 1 17,35 
36 | 78,81 N, 2 
2 7,5 12,37 
E> 4,9MeV bzw. R,> 34 mm 200: 
der Gültigkeitsbereich der Gl. CO, 3 7,35 13,49 
(10a) sein. Tatsächlich wird NH, 4 2,5 16,50 
aber auch der Bereich 34mm > CH, 5 2 20,37 
R,>10 mm (E> 2 MeV) A. 8 2,25 16,00 B 
‚75 C,H, + | 
noch richtig dargestellt. Für g95C,H, 11,75 2,38 39,30 > 
große Z aber, bei denen Ein C,H 14 2,43 45,00 


die verfügbare «-Energie um 
ein bis zwei Größenordnungen übersteigt, ist natürlich keine gute Ubereir 
stimmung mit (10a) mehr zu erwarten. 
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In Gl. (10a) interessiert vor allem die den Messungen angepaßte Größe I. 
ZI bedeutet die — nach Bloch®) der Ordnungszahl Z proportionale — mittlere 
Anregungsenergie h » des bremsenden Atoms. Sie ist (unter Anwendung des 
Summensatzes) definiert durch 


fox In h vor fox =Zinhy =ZinZT, (12) 


WO Yo, = (E, — Ey)/h die Ubergangsfrequenz vom Grundzustand in den End- 
stand k des Atoms aud fy, die zu diesem Übergang gehörige Oszillatoren- 
stärke bedeutet. Fir J gibt Bloch den Wert 13,5 eV an. Der aus unseren 
Messungen hervorgehende Wert fiir J zeigt jedoch einen deutlichen Gang mit 
Z(Tabelle 3). Die ungefähre Z-Abhängigkeit istin Abb. 10in der Form log Z I 
baw. Z/I, (I, = 13,5eV) eingezeichnet. Der Abfall von / mit wachsendem 
Zist unverkennbar, auch wenn man berücksichtigt, daß die für große Z unzu- 
lissige Anpassung der Gl. (10a) an unseren Energiebereich etwas zu kleine / 
liefert. 

Dieses Ergebnis stimmt mit neueren Untersuchungen überein ’”)®). 
Danach soll I bis auf 9,5 eV abfallen. Dieser Wert ist den Kurven der Abb. 10 
für Xe (Z = 54) zugrunde gelegt. Er liegt nur wenig über unserem Ix, = 8,deV. 
Eine starke Abweichung von den Kurven zeigen lediglich C,H, und C,H,.- 
(Hierzu s. Abschnitt V, 2.) 


2. Gesetzmäßigkeiten des Bremsvermögens. Additivität 
Beschreibt 


dE 
ik = ox eonat " (log E +K) 
den Energieverlust in einem Gase 
dE 


const (log E+K,) 


den Energieverlust in Luft, so ist das Bremsvermögen des Gases relativ zu 
Luft gemäß GI. (8) 


lgE+K,+(K-K,) 


B(E 


Hieraus liest man ab, daß für jedes E gilt: 


L 


Werk B(E)> B, fällt mit wachsendem E 
B(E) <B, steigt mit wachsendem E. 


= By = wenn ZI LZ, 1, 


B(E) ist um so mehr verschieden von B,, je — das Verhältnis Zılı „al 
von 1 abweicht. Für ZI = Z,I, ist B(E) = 
*) F. Bloch, Ann. Physik 16, 285 (1933). 
?) C. J. Bakker u. E. Segré, c. Rev. 61, 489 (1961). 
‘) W. Paul, W. Heisenberg, ee über koam. Strahlg., Springer 1953. 


| 
| 
| 
I (eV) 
12,93 
19,85 
14,80 
11,38 
10,33 
8,50 
17,35 
12,35 a 
13,30 | 
12,37 
13,10 
13,28 
13,42 
20,37 
16,00 
39,30 
45,00 
Therein 
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möglich. 


Näherungen angeben: 


= _ 


1 


Z.n Zin, 
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‚ log Z,/Z + log I,/I 


ny, (log E+ K,) 


& 


Wie man aus den Abb. 7, 8 in Verbindung mit Tabelle 4 ersieht, sind diese 
Gesetzmäßigkeiten bei nicht zu kleinen Energien ausnahmslos erfüllt. Ih 
Spalte 3 der Tabelle sind zum Vergleich die für 2 = 5 MeV gemessenen Brems- 
vermögen eingetragen. Im Bereich niedriger Energien, für die die Gln (10%) 
nicht mehr gültig sind, sind natürlich auch aus (13) keine Folgerungen mehr 


Dividiert man B(E) durch Zn, so erhält man den Beitrag b(E), den ein 
Elektron im Mittel zum rel. Bremsvermögen liefert. B(E) läßt sich in drei 


= by + by + dy. 


In erster Näherung trägt jedes Elektron einen gleich großen Anteil B, = 1/Zyn, 
zu b bei, der unabhängig von der Art des Gases (Z, n) ist. 


Der in zweiter Näherung hinzukommende Anteil 5, nimmt mit wachsendem 
Zab und wird für Z, negativ. Er bewirkt, daß das Bremsvermögen schwächer 
als proportional mit der Ordnung: 
a Tabelle 4 zahl Z anwächst. Der Grund hier- 
Br 2 für ist, daß die Elektronen der 
& | ZI | By |B(6MeV) inneren Schalen weniger zum 
ieee Bremsvermögen beitragen, als die 
mt | 01898  Außenelektronen. (Dies geht direkt 
BEN ' 148,0 0,697 0,600 aus Gl. (10) hervor, was man er- 
a ı 204,8 | 1,253 0,963 kennt, wenn man in ihr Zin 1/21 
| durch = fox In 1/hv,, ersetzt.) 
| = Die dritte Näherung b, wirkt 
eee: | 1065 | 1114 1,09 b, meist entgegen (b, = 0 für 22 
ae. | 964 1588 1.530 Z,), stellt aber wegen der schwa 
en | 98,0 0.975 0.978 chen Z-Abhängigkeit von J nur 
re ae | 98,8 | 1,632 1,521 eine kleine Korrektur dar. 
eee tee NH, 41,3 | 0,697 0,873 Es bleibt jetzt noch die Addi- 
CH == tivität des Bremsvermögens zu 
priifen. Sei ein Molekiil zusammen- 
| 98,5 1,95 1,955 
+025C,H, gesetzt aus n Atomen mit den 
2,37 2,280 atomaren Bremsvermögen B, 
dann gilt also entsprechend (13) 
log + K, 
n 
ist das Bremsvermégen des ganzen Moleküls mit B, = Fi , Zn= SY, 
1 
Summation von (14) über alle Atome ergibt: ee 


By, log Z, 1,/2, I; 
gE+K, 
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Soll Additivität bestehen, so muß (15) = (13) sein, was wegen SY’ By; = B, die 


Bedingung: 
> Bo; log Z;, I, = B, log Z, 1 


nach sich zieht. Dies läßt sich weiter umformen: = 


By; log 1, = By log Z, I, — BulogZ I 
B,,; log Z;, 1, = Bylog ZI 


log Z,1,=nZlogZl. . 


Nur wenn a8) ist, setzen sich die Bre Imsvermögen der 
Atome streng additiv zum Bremsvermögen des Moleküls zusammen. 

Die physikalische Bedeutung von (16) ist leicht zu erkennen : nach Gl. (10) 
und (10a) ist der Energieverlust in einem atomaren Gase i durch den Ausdruck 
2, log Z, I, eindeutig bestimmt, sofern /, bekannt ist. Besteht das Gas jedoch 
aus n Atomsorten (gleicher Häufigkeit) der Ordnungszahlen Z,, so setzt man 
Z= 1/n S Z, an Stelle von Z, und entnimmt / dem Experiment. Man hat also 
ein „mittleres Atom‘‘ konstruiert, dessen mittlere Anregungsenergie ZI 
nieht ohne weiteres aus den bekannten /, zu errechnen ist. Beeinflussen sich 
nun die Atome genseitig nicht, so trägt sicher jede Atomsorte i einen Z, -log Z,/, 
entsprechenden Anteil zum Energieverlust und damit auch zu Z - log Z I bei. 
Ohne Wechselwirkung der Atome untereinander muß also Gl. (16) gelten und / 
aus ihr berechenbar sein. 

Bei starker Wechselwirkung (chemischer Bindung) läßt sich der Energie- 
verlust ebenfalls durch den Ausdruck Z - log Z I richtig wiedergeben, nur ist 
jetzt nicht mehr zu erwarten, daß die Messung dieselbe Konstante J liefert. 
Durch die chemische Bindung werden ja die Elektronenterme beeinflußt, was 
eine Anderung der Übergangsfrequenzen »,, und damit auch von J selbst zur 
Folge hat. 

Die chemische Bindung also verursacht Abweichungen von der strengen 
Additivität des Bremsvermögens. Meßbare Abweichungen sind aber nur bei 
Verbindungen der leichtesten Elemente (Wasserstoff) zu erwarten, bei denen F 
am stärksten abgeändert wird. 

Bei den schweren Elementen Tabelle 5 

dagegen, deren innere Elek- ay 

un durch die chemische Gas ee eee Iaaa. | Igem. 
additiv | gemessen 

Bindung kaum gestört werden, 

wird auch die mittlere An- 


1,058 1,054 


52 
regungsenergie Z I nur wenig Igem. 
beeinflußt. : 1,518 1,521 


Diese Überlegung findet 0,8125 0,873 | 22 | 16,50 
man an den Meßergebnissen 0,8786 0,876 | 20,3 | 20,37 
bestätigt, wenn man wieder | | 
die ganz kleinen «-Energien 2,356 1,966 | 20,1 | 39,3 
ausschlieBt. Unter Zugrunde- 2,855 2,280 | 19,9 | 45,00 


legung von: By = !/, By, = 

0,493, Bo = 0,535, By = 0,1065, Bey = 0,447 als rel. Bremsvermögen der 
Atome bei E = 5 MeV (R, = 35 mm) müssen bei Gültigkeit der Additivitat 
die in Spalte 1 der Tabelle 5 eingetragenen Werte für den Bremsvermögen der 
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Moleküle erwartet werden. Spalte 2 gibt zum Vergleich die gem#ssenen 
Werte an. 

Wie man sieht, ist die Additivität bei den schweren Gasen gut erfüllt. We- 
sentlich anders verhalten sich die Wasserstoffverbindungen. Hier liegen die 
Abweichungen von der Additivität weit außerhalb der Fehlergrenzen der 
Messung. Entsprechend wei. 
chen auch die gemessenen 
I-Werte (Spalte 4 der Ta 
251 Br belle 5) von den nach (16) 

; berechneten /yaa. (Spalte 3) 
ab. Bei ihrem Vergleich fällt 
auf, daß alle I,aa. ~ 20eV 


sind, was der Ordnungszall 

42 2 in unseren /-Kurven 

— (Abb. 10) entspricht. Da 

alle obigen H-Verbindungen 

f7 @ 0 2 mittlere Ordnungszahlen 

Abb. 10. Abhängigkeit der mittleren Anregungs- Zwischen 2,0 und 2,5 be 

energie Z-I[eV] von der Ordnungszahl Z der sitzen, liegen die /,aa. im 

Bremssubstanz (J, = 13,5 eV) Gegensatz zu Igem. recht gut 

auf den /-Kurven. Eine ein- 

deutige Z-Abhängigkeit kann daher direkt nur aus den Messungen an atomaren 

Gasen oder solchen Molekülgasen, die der Additivität gehorchen, entnommen 

werden. 

Erwähnt sei noch, daß die Bremsvermögen der in Luft enthaltenen Molekük 

sich additiv zu 1 zusammensetzen müssen. Man findet die Gleichung 


75,5% By, + 3,2% Bo, + 13% Ba =1 


83. Zusammenhang zwischen spezifischer Ioni 
Die Größe V. 

Die Richtigkeit aller vorliegenden Ergebnisse, soweit sie sich auf den 
spez. Energieverlust der Gase beziehen, setzt die Richtigkeit der zugrunde 
gelegten E—R-Beziehung in Luft voraus (vgl. Abschnitt IV, 4), weshalb 
diese noch einer näheren Betrachtung unterzogen werden soll. 

Wie in der Einleitung erwähnt, erwies sich die alte E— R,-Beziehung von 
Holloway und Livingston?) als nicht ganz korrekt. Holloway und 
Livingston gingen von der Annahme aus, daß die spez. Ionisation i( Rj) 
dem spezifischen Energieverlust exakt proportional ist, mit anderen Worten, 
daß der Energieverlust der x-Teilchen pro Ionenpaar unabhängig von ihrer 
Energie ist. 

Holloway und Livingston setzten daher: 


Ne dE 

x V, aR, 

«N Zahl der «-Teilchen/sec, e Elementarladung, V, = const. Energieverlust 
pro Ionenpaar). 
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Integration von (17) liefert: 


idR, = Yo J(R,) = B'(R,). a8) 
0 


V,/Ne ist durch die unabhängige Kenntnis der Gesamtenergie E, der 
Polonium-x-Teilchen festgelegt. 

Die so gefundene E’(R,)-Beziehung wurde lange als richtig angesehen. 
Neuerdings aber wiesen Jesse, Forstat und Sadauskis!) die Notwendig- 
keit einer Korrektur nach. Unter Verwendung verschiedener «-Strahler’ 
genau bekannter Energie E maßen sie jeweils die Gesamtionisation J7, fanden 
aber keine Proportionalität zwischen J; und E. Verwendeten sie jedoch als 
Meßgas Argon statt Luft, so ergab das Verhältnis J,/E stets denselben Wert. 
Damit ist allgemein eine Energiemessung auf eine Ionisationsmessung in 
Argon zurückgeführt und eine Messung der Restreichweite R, in Luft von 
»Teilchen nunmehr bekannter Energie E liefert die neue E(R,)-Beziehung. 
Sie wird bestätigt durch einige sehr genau bekannte (E, R,)-Werte aus Kern- 
prozessen, die Jesse, Forstat und Sadauskis zur Kontrolle dienten. 

E(R,) ist in Abb. 9 eingetragen. Die Punkte an der Kurve zeigen den 
durch Integration von Gl. (10a) berechneten Verlauf an. Im Anschluß an die 
Arbeiten von Jesse, Forstat und Sadauskis ist es interessant, den Zu- 
sammenhang zwischen spez. Ionisation und Energieverlsut für unsere Gase — 
insbesondere aber für Luft und Argon — zu untersuchen. 

Luft: «(R) (Abb. 2) stellt die spez. Ionisation von N (mittleren 
Teilchen) dar und ist aus der gemessenen Braggkurve i(R) berechenbar 
(s. Anhang). 

Wäre i streng proportional der zugrunde gelegten Energieverlustkurve, so 


müßte gelten 


. Ne dE 


Tatsächlich wird diese Beziehung aber nicht von 7, sondern von der gestrichelt 
eingezeichneten Funktion i,(R) erfüllt. Daher muß (19) ersetzt werden durch 


FE Ne dE’ Ne dE 


_Ne edE 


mit dem veränderlichen Energieverlust pro Ionenpaar V(R) und seinem 


Mittelwert V,. V(R) ist berechenbar, da i, dE/dR und N bekannt sind (N = 
“al Abschnitt II). V, errechnet sich aus 


idR = f Vi dR = Ne E,; 


womit i,(R) ebenfalls festgelegt ist. = 
Zunächst interessiert das Verhältnis V (R)/V,. Es ist in Tabelle 6 angegeben. 
Um dieses mit den Ergebnissen von Jesse, Forstat und Sadauskis ver- 
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| 
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gleichen zu können, greifen wir auf eine von ihnen angegebene Funktion t(B) Fehler 
zuriick. Fehler 


= B/E’. (af Kritert 


f(E) ist also gerade der Faktor, mit dem die alte E’( R)-Beziehung multipliziert 
werden muß, um zur neuen zu gelangen. Differentiation von (23) nach Ri. , 
erlaubt unmittelbar den Vergleich Bei al 


Tabelle 6 mit unseren Messungen. Wegen (2) besteh 
und (21) gibt nämlich 
B(MeV) | Rimm) gemessen | nach (24) V(R)_ i,(R) _ dk/dR f(E) 
02 1,6 1,095 1,145 / nach | 
ie 2,6 1,100 1,126 (24) 
086 3,4 1,080 1,104 | 
>. 0,8 42 1,050 1,078 Das nach (24) errechnete Verhältnis 
= | 5,0 | 1,085 1,055 V(R)/V, ist in Tabelle 6 mit eing- 
ee. _ 7,2 1,014 1,004. tragen. Eine graphische Darstellung 
10,0 0,985 0,973 4B Tabell mußi 
0,960 | 0,960 von V/V, gemäß Tabelle 6 
AR 2,8 15,2 0,950 | 0,961 Abb. 11. dreh 
Be ie 0,950 | 0,964 Unser (V/Vo)gem. nimmt also im 
18,3 0,952 | 0,968 U 
wesentlichen den gleichen charak-f » 
cs | 950 0.978 | 0.974 teristischen Verlauf, der sich auch aus | 
a 29,9 0,977 dem Verhältnis der neuen E(R)-Be- ie 
i, An BO 35,05 0,980 ziehung zur alten gemäß GI. (1) be 
ergibt. 
Genau wie für Luft läßt sich für alle anderen Gase die zu dE/dR, pro-} pe 
portionale Funktion i, gewinnen. N 


Sie zeigt stets denselben charakteristischen Verlauf relativ zu i. Nur bei Fine 
den Edelgasen und bei Wasserstoff fällt i, mit der sep. Ionisation i zusammen. 


Bei diesen Gasen muß demnach Proportionalität zwischen Energie und er 
y, Ionisation bestehen und 
mst ® für alle «-Energien denselben 
den Arbeiten von Jesse,# Es 
105+ Forstat und Sadauskisf gar 


bei Argon zu erwarten, gilt § lieg 
-- aber offenbar (neben H,) für § sag 
alle Edelgase. 


Sas Es muß jetzt noch dis 
2 ? 3 5 € Trennung der meist sehr eg “ 
Abb.11. Abhängigkeit des V [eV] benachbarten Kurven i, undi@ ™ 
pro Ionenpaar in Luft von der Energie E der «- ‚2 : 
Teilchen. (7, = 34,7 [eV] Mittelwert von V.) Ge. . 8°Wahrieistete. de 
strichelte Kurve: berechnet nach Gl. (24) __ Um die Abweichung der 
i-Kurve von der Proportio be 
nalität zu dE/dR zu untersuchen, kommt es nicht auf die Kenntnis ihrer re 
absoluten Lage an, sondern ausschließlich auf ihren inneren Verlauf, dessen P 


mitilerer Fehlerbereich 2|Ai| in den Abb. 2-4 eingetragen ist. Das gleiche 
gilt für das zu dE/dR proportionale i,. Der neben Ai benötigte mittlere 


® a 
& 
> 
7. 
~ 
3 
. 
< 
4 
<A 
=, 
R 


fehler Ai, von i, errechnet sich aus der notwendigen Gleichheit der relativen 
fehler von i, und dE/dR. Man findet stets Ai, < Ai. Daher kann als sicheres : 
Kriterium für die Trennung von i und i, die Bedingung aimee hen werden : ae 


| = |i — | > 2] >| + [44]. 


Bei allen Gasen, die diese Bedingung in einem gewissen Bereich erfüllen, 
besteht keine Proportionalität zwischen i und dE/dR. 

Wie man aus den Abbildungen ersieht, liegt die Trennung von i und i, an $ 
der Grenze der Meßgenauigkeit. In einem kleinen Bereich um das Maximum : 
von i ist die Abweichung der Kurven voneinander jedoch meist gesichert. Da 
nach Gl. (20) und (21) die Gesamtlage von i, relativ zu i durch die ee st 


(i—i,) dR = festgelegt ist, 


an 


zwischen Ionisation und Energie. Nur gerade 
den Edelgasen und H, ergäben sich starke Abweichungen von ihr. Das ist 


Überlegungen herleitet. 

Mittels Gl. (24) läßt sich schließlich die prozentuale Abweichung FE 
Energieverlustes pro Ionenpaar V (R) von seinem Mittelwert V, direkt durch i 
und i, den Kurven ablesen. Mit = — i, en =V/’-PV, 
ist: 


_ ov 
R Voir 


Es zeigt also V(R) in allen Gasen — außer bei den Edelgasen und H, — einen 
ganz ähnlichen Verlauf wie in Luft. Die Variation von V mit der Energie 
liegt höchstens in dem Bereich —6% < V/V,< 10%. Weitergehende Aus- 
sagen sind wegen der begrenzten Meßgenauigkeit nicht möglich. 


Die absoluten Werte V(R) 


Die direkte Berechnung der absoluten Werte V(R) aus Gl. (20) ist wegen 
der Unsicherheit von N und i (absolut) nicht zweckmäßig. Genau läßt sich V 
aus dem Verhältnis 

i(R)  V, dE/dR 
i,  V(R) ab/dR, 


in - 25,4 eV als Wert für Argon zugrunde 
gelegt ist. Dies ist natürlich nur zulässig, wenn i und i, mit gleich-starkem 
Präparat gemessen bzw. auf ein solches umgerechnet sind. 


— 


*) U. Fafio, ee Rev. 70, 44 (1946). 
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‚uch aus 
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ee Gl. (25) enthält N nicht mehr und auch die Meßfenler der für alle Gase Aus ( 
ES gleich groBen Apparatekonstanten fallen heraus. Aus Gl. (22) errechnet sich gesch 
dann der Mittelwert V, (Tabelle 7). were or Ener 


erset: 
so er] 
Mittlerer Energieverlust pro Ionenpaar für «-Teilchen von 5 MeV die di 
“Va (eV) 29,4 27,2 25,4 22,7 20,7 34,7 34,0 36,0 32,3 30,9 sunge 
CO 0, NH, CH GO Die 
30,6 32,2 33,0 28,3 27,1 26,0 25,6 <19 
der i 
Anhang F 
Berechnung der spez. Ionisation aus der Braggkurve pe. Sak stimı 


Die Po «-Teilchen besitzen nicht alle exakt die gleiche Reichweite, diese des ( 
streut vielmehr um einen Mittelwert r,. 


* Ursache der Reichweitenstreuung ist einmal die statistische Verteilung der gesuc 
Be Elektronendichte im Bremsgas, derzufolge der aus vielen Elementarprozessen 
resultierende Energieverlust längs eines Wegstückes nicht für jedes a-Teil- 
= chen gleich groß ist. Weiter verursacht auch das Präparat selbst eine Inhomo- 
i ee genität der Strahlung. Dies kann durch Unebenheiten und Verunreinigungen 
der Präparatoberfläche bedingt sein, aber auch dadurch, daß die radioaktive 
ey: xi Schicht stellenweise nicht monoatomar ist, daß die Po-Atome in die Präparat- 
me unterlage hineindiffundieren, oder daß die «-Teilchen an ihr gestreut werden, | Ir) 


os Der Bruchteil aller «-Teilchen, deren Reichweite zwischen r,+ x und 
79 + x + dz liegt, errechnet sich bei Annahme einer Gaußschen Verteilung 
BESTE, T = ——e -G a dz (y = Streukoeffizient). denn 
y J 
stets 
Je größer die Inhomogenität der Strahlung bzw. der Streukoeffizient y ist, J inde 
um so flacher verläuft der Steilabfall der Braggkurve, um so niedriger liegt 
ihr Maximum und um so mehr verschiebt sich die mittlere Reichweite r, nach 
> kleinen Werten hin. Letzteres gilt jedoch nicht für die extrapolierte Reich- 
4 weite rex. Sie ist nahezu unabhängig von y. (So ist in Luft r., = 38,78 mm Allg 
. gemessen worden, während sich für die mittlere Reichweite r, = 38,04 mm 
e ergibt (s. u.), die genau 1% kleiner ist als der heute allgemeingültige Wert 
4 ade r, = 38,42 mm. Diese Differenz wird durch die speziellen Versuchsbedingungen 
8 verursacht (Präparat, Blende, Schutzfolie, endliche Kammertiefe). Der mit 
; _ E—R-Beziehung entsprechend gehört zu unserem r, die Energie E, = 5,27MeV, 
. Eng. die 0,5% kleiner ist als der Bestwert für Po-Teilchen (5,298 MeV). 
Zwischen der spez. Ionisation i und der Braggkurve i besteht wegen der 
Dies 


i(r—yuje“du mit u=—. (2) 


= 
# 
nach 
nane 
x 
= 


sich 


(2) 


Aus (2) kann i berechnet werden, wenn y bekannt ist. Die Ermittlung von y % 
geschieht folgendermaßen : Die gesuchte Funktion i wird durch die alte ge: 
Energieverlust-Kurve in Luft dE’ von Holloway und Livingston 


nächsten kommt, yz ist dann der gesuchte Streukoeffizient für unsere re 
sungen in Luft. Er läßt sich auf diese Weise sehr genau bestimmen zu 
yz = 1,32 mm. Die Proportionalität zwischen i(r, yy) und i(r) ist sehr gut. 2 
Die prozentualen Abweichungen beider Kurven voneinander sind überall =; 
<1%, also kleiner als der mittlere Fehler Ai, mit dem der innere Verlauf Ar 
der i-Kurven behaftet ist. 


Für ein beliebiges Gas x läßt sich jetzt der Streukoeffizient y, leicht be- 
stimmen. Es ist y, = yılB, wo B= r,;/ryg, das integrale Bremsvermögen — 
des Gases x bedeutet. 

Mit diesem Werte y, = y ist nun aus (2) i(r) zu bestimmen. Das geschieht = 
nach folgendem Näherungsverfahren: In nullter Näherung ersetzt man das N 
gesuchte i durch ii 


und lést das Integral 
oo 


iy (r — y u) du = f, (r) 


f(r) ist als eine Art Braggkurve von i, anzusehen und daher selbst keine An- £ 
näherung an das gesuchte i. Eine 1. Näherung erhält man aber mit 


= ty + (io — fh) = 29 — fh 
denn es läßt sich zeigen, daß i, stets zwischen iy und ¢ liegt. 


Jetzt setzt man i, in das Integral (2) ein und findet so eine Funktion fs, a 
stets zwischen i, und h liegt. Die 2. Näherung erhält man analog der Rn. 


ip — fa zu addiert: 
ig = —f, — fe any 


mit # AIR 


Dies Verfahren konvergiert : 
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als i noch die beiden Bedingungen 
= 0 mit ry = rex — angi 

oo 

erfüllen muß. 

Letztere ist physikalisch ohne weiteres klar, läßt sich aber auch mathe- Ge 


is matisch nachweisen : 
Da i(r) = 0, wenn r < 0, ergibt die Integration von (2) mit den Substi- 


tutionen 


oo 1 co co 
fidr= f idr=— f ily)dy f = 
0 -00 -00 -00 0 


| Damit ist endlich das Verfahren nachgetragen, das zur Ermittlung der in 
den Abb. 2—4 eingezeichneten Funktionen i,(r,) der einzelnen Gase geführt hat. 


Zusammenfassung 


An einer Reihe von Gasen wurde für «-Teilchen die Energie-Reichweite- 
beziehung, die Braggsche Kurve und daraus der Zusammenhang zwischen 
spezifischer Ionisation und Energieverlust bestimmt. 


Die aus den Meßergebnissen berechnete Größe /, welche die durch die 
Ordnungszahl dividierte mittlere Anregungsenergie des bremsenden Atoms 
darstellt, zeigt entgegen älteren Annahmen einen deutlichen Gang mit der 

_ Ordnungszahl von 19,85 eV bei Helium bis 8,5 eV bei Xenon. 


Die Additivität des Bremsvermégens der Atome ist bei allen Molekülen 
ohne Wasserstoff gut erfüllt. Bei Wasserstoffverbindungen treten dagegen 
erhebliche Abweichungen auf, was verständlich ist, da bei gebundenem 
Wasserstoff die Größe J besonders stark verändert wird. 


Ein Vergleich der verschiedenen gemessenen Kurven zeigt, daß bei den 
meisten Gasen die spezifische Ionisation nicht von der Energie der stoßenden 
&-Teilchen unabhängig sein kann. Die Ergebnisse machen es wahrscheinlich, 
daß sie nur bei Edelgasen unabhängig ist. Bei den = Gasen treten Ab- 
i weichungen bis zu 10% vom Mittelwert auf. Ä 
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Pfeife 

Über weitere Echos bei der Hahnschen Spinechomethode 
Von Harry Pfeifer, Ulrich Dolega und Horst Winkler £ F 
Mit 1 Abbildung v(t) 

Inhaltsübersicht 
Bei der Hahnschen Spinechomethode werden an eine Probe Materie, 

_ sich in einem geeigneten Magnetfeld befindet, nacheinander zwei identische 

_ HF-Impulse gelegt. Nach dem zweiten Impuls tritt ein Spannungssignal auf, 

_ das sogenannte Echo. Die Amplitude dieses Echos gestattet durch Aufnahme 

_ einer Echoserie eine direkte Bestimmung der transversalen Relaxationszeit T,. 
Wird die Zeit bis zum Anlegen des nächsten Impulspaares vergleichbar ni BER 
läßt sich aus der Amplitude des ersten Echos nicht mehr Rastioneaeeh: Imp 
2%, 


Zur Messung der bei der Beobachtung magnetischer Kernresonanzen auf- § näct 
 tretenden Relaxationszeiten eignet sich besonders die Hahnsche Spinecho- # erst. 
a Methode). Bei dieser wirkt im Gegensatz zu den übrigen Methoden die hoeh- # übri 
oe frequente Stérung nur in Form von Impulsen auf die Probe ein. Insbe- bei 

sondere benötigt man für die Bestimmung der transversalen Relaxationszeit § acht 
a T, zwei Impulse, deren zeitlichen Abstand wir r nennen wollen. In Über § dere 
a dustin mit der Theorie von: Hahn!), welche von den Blochschen Ech 
Gleichungen ausgeht?), tritt zur Teit 2rein Spannungssignal, das sogenannte § 9 + 
x Echo auf, wenn wir als Nullpunkt der Zeitzählung den i des ersten § «s ir 


Zeit 
lich 
oe = versalen Relaxationszeit T, ist, sofern man die Selbstdiffusion un. jeni 
EB. lässigen kann. Im Gegensatz dazu fanden wir bei unseren Experimenten für welc 


EN einige Substanzen Abweichungen von der Geraden zusammen mit dem Auf- unse 
treten weiterer Echos. Die Selbstdiffusion konnte diesen Effekt sicher nicht 


= verursachen, da die Viskosität der in Frage kommenden Substanzen meist Vit 
= In größer war als die Zähigkeit derjenigen Proben, welche diese Anomalien nieht 

5 a zeigten. Die nähere Untersuchung ergab, daß die Anomalien verschwanden, mit 
Bi einmal wenn der Abstand je zweier aufeinanderfolgender Impulspaare ver 
4 _ gréBert wurde, und zum anderen, wenn wir durch Zusatz von paramagneti- 

& schen Ionen die Relaxationszeiten verkleinerten. Daraus folgerten wir, dab Dal 

in den betreffenden Fällen die in der Hahnschen Theorie vorausgesetzte Per 

Rückkehr zum thermischen Gleichgewicht zu Beginn des zweiten und jedes 
1) E.L. Hahn, Physic. Rev. 80, 580 (1950). ; Atc 


4) F. Bloch, Physic. Rev. 70, 460 (1946). ae | feld 
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folgenden Impulspaares nicht erfolgt war. Nennen wir den zeitlichen Abstand 

zweier Impulspaare 9, die Impulsdauer ¢,,, so ergibt eine der Hahnschen 

analoge Rechnung unter Berücksichtigung zweier Impulspaare folgendes x 
Für die Zeit nach dem ersten Impulspaar (tT < ¢t < #@): 


1 (¢—r)? t (¢ — 27)? t 
A, expl- [3 + A, exp|— 2T 
Für die Zeit nach dem zweiten Impulspaar (? + t < ¢): 


= Ayexp{—“ + Ayesp|-| 7)? x} : 


t—(@4+3r)? ¢ t—(20-—27))? ¢ 
¢ ¢ 
_ _ (26 + 
+ Ayexp| + Anexp! 2 


wobei alle A, unabhängig von der Zeit sind. Es treten also nach dem zweiten 
Impulspaar insgesamt sieben Echos auf. Da bei den Spinecho-Experimenten 
jedoch eine unendliche Folge von A 
Impulspaaren Verwendung findet, 

werden die Echos zu den Zeiten 

29,29+Tr und 29-+2Tr vom 

nächsten Impulspaar und dessen 

erstem Echo überdeckt. Die 

übrigen vier Echos konnten wir 

bei unseren Experimenten beob- 

achten (vgl. Abb. 1). Von beson- 

derem Interesse sind hiervon die 

Echos zu den Zeiten 9 + 27 und 

#+ 37. Daserstere deshalb, weil 

es im Vergleich mit dem Echo zur 45, 1. Echomuster für den Fall, daß der Ab- 

Zeit 27 den Einfluß eines end- stand zweier Impulspaare nicht mehr groß 

lichen 9 auf die Amplitude des- gegen die thermische Relaxationszeit ist 

jenigen Echos erkennen läßt, 

welches man zur T,-Messung verwendet. Die Amplitude ergibt sich gemäß 

unserer Rechnung zu 


ar 
Vit=0+4 27) = = (sin w, t,,) et {a — COS t,,) k + sin? 1, t,, cos w, € 


k= + (cos w, t,,) — (1 — cos w, t,) € 
Dabei ist M, die Gleichgewichtspolarisation der Probe im angelegten Magnet- 
feld, 

w,=yH,, wobei y das gyromagnetische Verhältnis der betreffenden 
Atomkerne und H, die Amplitude des hochfrequenten magnetischen Stör- 


feldes darstellt. 
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Es zeigt sich, daß wie erwartet für @ > T, der Ausdruck übergeht i 
M. 
5 (sin w, t,,) (1 — cos w,t,,)e "= V(t = 27). 
o> T, 
T, läßt sich also mit Hilfe dieses Echos in der von Hahn angegebenen Weise 


nur im Falle # > T, bestimmen. 
Für die Amplitude des Echos zur Zeit # + 3.7 ergibt sich: 


M 
Vit = 0+ 31) = — (sin? w, (1 — cos w, t,,)e 7 


was tatsächlich für # > T, verschwindet. Demzufolge kann man das Auf- 
treten dieses Echos als Kriterium für die Bedingung # > T, verwenden. Natür- 
lich gilt dies in gleicher Weise für die Echos zu den Zeiten 2% — 2r und 
2#—r. Darüber hinaus bietet aber das Echo zur Zeit # + 3 r die Möglich- 
keit, durch Variation von # bei konstantem r die longitudinale Relaxations- 
zeit T, zu messen. Experimentell treten jedoch hierbei Schwierigkeiten auf, 
da die Amplitude in jedem Fall beträchtlich kleiner ist als die des ersten Echos. 


Leipzig, Physikalisches Institut der Karl-Marx-Universität. 
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